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内 容 提要 
本 书 介绍 了 初等 不 等 式 的 证 明 通 法 和 各 种 技巧 。 书 中 收集 了 大 量 国内 外 
初等 不 等 式 的 典型 问题 ,还 有 大 量 作者 自 创 的 题目 ,内 容 新 颖 ,富有 启发 性 。 本 
书 对 难度 较 大 的 不 等 式 的 证 明 过 程 叙述 比较 详细 ,证 法 初等 。 因 此 ,本 书 完全 
适合 高 中 以 上 文化 程度 的 学 生 .教师 ,不 等 式 爱好 者 以 及 不 等 式 研究 方面 的 有 
关 专家 参考 使 用 。 同 时 本 书 也 是 一 本 数学 奥林匹克 的 有 价值 的 参考 教材 。 
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杨 HRRK atte ТТЕ Г 
著 。 这 主要 不 是 指 它 洋洋 酒 酒 60 万 言 的 篇 幅 , 而 是 指 其 内 容 和 
意义 。 不 同 于 我 们 熟知 的 匡 继 昌 先生 的 大 百科 全 书 式 的 工具 性 
专著 《常用 不 等 式 ) , 杨 学 校 先生 这 本 是 通过 大 量 典型 和 非典 型 
问题 的 例 解 来 系统 并 述 初等 不 等 式 证 明 的 多 种 方法 和 技巧 的 专 
著 。 过 去 国内 学 者 出 版 过 一 些 讨论 初等 不 等 式 的 小 册子 ,但 其 
力度 和 覆盖 面 都 不 能 和 本 书 相 比 。 尤 其 是 ,我 感觉 本 书 有 一 个 
鲜明 的 特色 ,对 各 章节 问题 的 解 力求 简洁 精妙 往往 另 肿 跟 径 ,全 
书 凝结 着 作者 的 经 验 、 智 这 、 灵 感 和 巧 思 。 本 书 不 仅 可 作为 奥数 
参考 书籍 ,更 可 以 作为 初等 不 等 式 研究 的 重要 文献 。 

艾 如 第 十 一 章 包 括 的 十 多 篇 精彩 的 文章 ,由 于 篇 四 限制 在 
期 刊 中 只 发 表 过 部 分 内 容 ,在 本 书 中 才 得 以 一 宽 全 瑶 。 其 中 包 
含 了 不 少 富 于 启发 性 的 确 有 参考 价值 的 材料 。 

我 原本 不 知道 杨 学 枝 先生 。1983 年 我 和 张 景 中 先生 在 北 
京 马 甸 参加 第 四 届 肥 微 会 议 期 间 ,在 某 次 分 组 会 上 ,来 自 美国 的 
知名 数学 家 M，Shub 提 到 一 个 几何 不 等 式 :“ 在 三 角形 ABC 三 
3⁄2 L£ R— Á P, Q, RR 使 得 它们 恰好 三 等 分 三 角形 ABC 的 周 
Fo Rü # PQR 的 周 界 不 小 于 三 角形 ABC 的 周 界 之 半 "。 
他 说 这 是 一 个 许多 人 知道 但 不 会 证 明 的 难题 。 若 干 年 之 后 可 能 
是 单 境 教 授 告诉 了 我 杨 学 棱 先生 对 该 不 等 式 的 独 具 区 心 的 精巧 


证 明 , 留 下 了 极其 深刻 的 印象 。 虽 然后 来 我 在 加 拿 大 一 个 级 别 较 高 的 期 刊 上 看 
到 了 一 个 相当 宛 繁 的 证 明 , 相 比 之 下 , 轩 轻 立 见 。 俗 话说 :行家 一 出 手 , 就 知 有 
没有 。 不 到 炉火纯青 ,不 可 能 有 这 样 的 身手 。 那 以 后 我 开始 关注 杨 学 枝 先生 的 
工作 。 特 别 是 通过 "不 等 式 研究 小 组 "不 等 式 研究 网 站 " 和 两 次 不 等 式 学 术 
会 议 同 他 有 了 较 多 的 接触 和 联系 。20 世纪 90 年 代 中 期 以 后 我 的 研究 兴趣 集 
中 于 "计算 实 代数 几 何 ”, 即 不 等 式 的 机 器 与 自动 发 现 。 如 何 将 不 等 式 的 证 明 
和 发 现 的 传统 的 和 现代 的 思想 \ 方 法 和 技巧 纳入 机 械 化 和 自动 化 的 框架 并 在 计 
算 机 上 有 效 地 实现 ,这 是 我 十 几 年 来 一 直 关注 的 课题 。 这 期 间 我 对 学 枝 先生 在 
不 等 式 研究 领域 的 精深 造 诺 和 丰厚 积累 有 了 更 多 的 了 解 ,更 由 圳 钦佩 先生 数 十 
年 如 一 日 外 而 不 合 地 献身 于 一 个 毫 无 功利 可 图 的 科学 目标 。 我 相信 ,这 部 凝结 
了 学 村 先生 数 十 年 心血 的 宝贵 专著 ,不 仅 有 蔓 于 奥数 研究 , 且 作 将 对 整个 初等 
不 等 式 研究 领域 产生 重要 影响 。 


杨 路 
2009 年 6 月 10 日 于 丽 娃 河畔 
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杨 学 校 先生 , 男 ,1947 年 11 月 生 ,1974 年 7 月 加 入 中 国共 产 党 。 福 建 省 冶 
侯 县 人 ,毕业 于 武汉 大 学 数学 系 ,数学 特级 教师 , 任 中 学 副 校长 25 年 。 任 福州 
市 校 际 教研 员 ,福州 市 数学 学 科 中 级 职称 评审 委员 会 主任 、 高 级 职称 评审 委员 
会 主任 ,福州 市 中 学 数学 骨干 教师 培训 班 授课 教师 、 导 师 ,福州 市 新 课 改 数学 科 
指导 老师 。 中 国 初等 数学 研究 会 第 二 届 理 事 会 理事 长 ( 原 全 国 初等 数学 研究 
工作 协调 组 成 员 ) 《中 国 初等 数学 研究 》 杂 志 主编 , 原 中 国 不 等 式 研究 小 组 组 
长 , 现 中 国 不 等 式 研究 会 顾问 , 原 《不 等 式 研究 通讯 》 主 编 《 中 国 初等 数学 研 
帘 ) 主 编 。 湖 北 省 (中 学 数学 》 等 多 家 杂志 编 委 。 福 建 省 数学 学 会 初等 数学 分 
会 理事 长 ,福建 省 数学 学 会 理事 ,福建 省 教育 学 会 数学 教育 委员 会 理事 ,福州 市 
数学 学 会 副 理 事 长 。 数 学 奥林匹克 高 级 教练 员 ,最 里 参与 培训 福建 省 进入 国家 
冬令 营 的 数学 尖子 生 。2004、2005、2006、2007 年 著 期 曾 应 六 到 广东 省 深圳 中 
学 、 华 南 师 大 附中 、 中 山 纪念 中 学 、 全 国 高 中 数学 奥林匹克 协作 体 学 校 第 七 居 夏 
令 营 以 及 福州 市 .厦门 市、 漳州 市 等 学 校 和 地 区 为 数学 奥赛 尖子 生 培 训 讲 座 , 深 
受 师 生 欢 迎 ,深圳 中 学 王 烛 同学 于 2006 年 第 48 届 IMO 中 荣获 金牌 , 杨 学 梳 先 
生 是 培训 讲师 之 一 。 

杨 学 棱 先 生长 期 从 事 初等 数学 教育 .教学 和 学 术 研 究 工作 ,最 早 发 起 并 参 
加 筹备 首届 全 国 初等 数学 研究 学 术 交流 会 。1996 年 8 月 曾 在 福州 市 组 织 召 开 
了 第 三 届 全 国 初 等 数学 研究 学 术 交流 会 。1991 年 筹建 了 福建 省 数学 学 会 初等 
数学 分 会 ,并 连续 主持 召开 了 七 届 年 会 ,组 织 并 主持 召开 了 三 届 全 国 不 等 式 研 
帘 学 术 会 议 。 多 次 参加 在 国内 召开 的 国际 、 国 内 数学 学 术 会 议 ,并 在 大 会 上 作 
学 术 报 告 及 论文 交流 。 在 全 国 各 级 CN 刊物 、 国 外 数学 刊物 及 大 学 学 报 发 表 了 
300 余 篇 有 价值 的 教育 .教学 及 初 数 研究 论文 ,主编 出 版 了 《福建 省 初等 数学 研 
帘 文集 》(17 万 字 , 由 福建 省 教育 出 版 社 1993 年 7 月 出 版 ) 《不 等 式 研究 ) (50 
万 字 , 由 西藏 人 民 出 版 社 2005 年 5 月 出 版 ) 《数学 奥林匹克 不 等 式 研究 》 (60 
万 字 , 由 哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 2009 年 8 月 出 版 ) ,参加 多 部 数学 专著 及 数学 
数学 参考 书 头 的 编写 工作 。" 关 于 四 面体 的 一 个 三 角 不 等 式 及 其 应 用 "、“ 关 于 
角 平 分 线 的 一 组 不 等 式 "等 多 篇 论文 获 全 国 一 等 奖 。 杨 学 校 先生 曾 被 作为 圭 
面 人 物 刊登 在 (中 学 数学 》( 湖 北 )2003 年 第 2 期 上 。 杨 学 枝 先生 在 初等 不 等 式 
研究 方面 取得 了 许多 新 成 果 , 他 自 创 的 一 个 不 等 式 在 《不 等 式 理论 方法 》 书 中 
列 为 " 杨 学 村 不等式 "条 目 ,他 用 非常 简捷 的 方法 解决 了 曾 困惑 过 国内 外 数学 


家 的 一 个 几何 不 等 式 问题 ( 见 《数学 奥林匹克 不 等 式 研究 》 一 书 中 第 六 
例 1)。 

杨 学 枝 先生 从 事 高 中 数学 教学 近 40 年 ,其 中 在 高 三 教学 20 余年 ,在 38 年 
的 中 学 数学 教学 生涯 中 ,教书 育 人 ,积极 开展 教科 研 活动 。1997 年 提出 并 主持 
了 “数学 问题 创新 教学 法 "课题 研究 ,被 立项 为 省 级 重点 课题 。2005 年 12 月 通 
过 了 省 级 专家 评估 验收 。 在 杨 学 梳 先生 的 带领 下 ,他 所 在 的 福州 第 二 十 四 中 学 
数学 组 曾 被 (中 国 数学 教育 》( 中 国教 育 学 会 中 学 数学 教学 专业 委员 会 会 刊 ) 于 
2007 年 第 6 期 在 封面 .封底 作 过 介绍 , 刊 出 了 名 校风 采 一 一 福州 第 二 十 四 中 学 
数学 组 。2003 年 10 月 受 福 州 市 人 民政 府 指派 , 杨 学 枝 先生 赴 宁 夏 讲学 。 在 福 
建 省 福州 市 为 中 学 数学 作 数 学 教育 教学 培训 二 百 多 场 。 杨 学 枝 先生 在 福建 省 
福州 市 ( 含 八 县 市 ) 和 厦门 市 等 地 市 为 教师 岗位 培训 讲座 达 百 余 场 次 。 杨 学 村 
先生 为 教育 事业 作出 了 应 有 的 贡献 。 
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不 exunsuAMCER RR RU aga 
学 数学 教学 的 重要 内 容 之 一 , 不 等 式 证 明 ,其 内 容 较 为 广泛 , 综 
合 性 较 强 ,证 法 灵活 性 较 大 ,难度 较 高 ,因此 , 它 更 是 数学 奥赛 的 
热门 课题 , 常 受命 题 者 青睐, 另外 ,在 不 等 式 证 明 过 程 中 ,往往 要 
综合 应 用 数学 各 方面 知识 和 多 种 数学 思维 方法 ,无 国定 证 明 模 
式 ,因此 ,不 等 式 的 证 明 过 程 是 对 数学 思维 的 很 好 训练 . 正 因为 
如 此 ,长 期 以 来 ,不 等 式 证 明 在 高 中 数学 教学 和 数学 交 赛 中 都 各 
受 人 们 的 高 度 重视 . 

不 等 式 的 证 明 没有 绝对 的 亦 路 和 统一 的 证 法 模式 , 常 因 题 
而 异 . 有 时 ,同一 道 不 等 式 证 明 题 , 会 有 许多 种 证 法 ,有 的 证 明 还 
需 多 种 方法 并 用 , 方 可 春 效 . 对 于 同一 道 不 等 式 ,由 于 证 法 不 同 ， 
其 效果 与 作用 也 往往 不 同 . 有 的 证 法 繁杂 ,有 的 证 法 简捷 ,有 的 
可 用 通 法 证 明 ,有 的 需 用 到 某 些 技巧 证 明 , 一 般 来 说 ,简捷 的 初 
等 的 证 法 是 比较 好 的 证 法 ,但 也 不 乏 有 的 较 繁 些 的 证 法 , 它 可 有 
效 地 用 到 其 推广 后 的 不 等 式 的 证 明 , 或 由 之 这 出 或 拓 广 相关 不 
等 式 . 在 不 等 式 证 明 中 ,有 的 证 法 带 有 共性 ,有 的 证 法 具有 个 性 ， 
还 有 的 证 法 妙趣 横生 , 它 可 以 揭示 某 些 不 等 式 的 本 质 ,拓展 其 内 
涵 , 可 挖 据 出 许多 新 颖 且 有 价值 的 内 容 . 因此 ,在 不 等 式 证 明 中 ， 
探究 其 证 法 显得 尤其 重要 . 


证 明 不 等 式 虽然 没有 定 规定 法 , 即 没有 "灵丹妙药 ,但 这 并 不 等 于 说 不 等 
式 的 证 明 就 无 规 可 循 ,无 法 可 依 . 掌握 不 等 式 的 基本 规律 和 一 些 基 本 证 法 ( 通 
法 ) 是 不 等 式 证 明 的 基本 功 .有 了 基本 功 ,再 进一步 了 解 和 掌握 一 些 技巧 证 法 
那么 ,对 不 等 式 的 证 明 就 更 有 把 握 了 

从 不 等 式 的 证 明 思 想来 看 ,不 等 式 证 明 总 的 说 可 以 划分 为 两 大 类 ,一 是 用 
等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ,二 是 用 非 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 . 通常 情况 下 ,在 不 等 
式 证 明 中 ,如 用 恒 等 变 换 法 ( 含 配方 法 )、 求 差 比较 法 、 变 量 代 换 法 、 数 形 结合 法 
等 ,属于 等 价 变换 的 证 法 范畴 ;用 放 缩 法 、 应 用 基本 (重要 ) 不 等 式 法 、 微 积分 
法 、 调 整 法 数学 归纳 法 、 设 参 法 ,利用 函数 单调 性 等 ,属于 非 等 价 变换 的 证 法 范 
W. 在 本 书 中 ,我 们 将 着 重 举例 介绍 不 等 式 证 明 中 几 种 行 之 有 效 ( 尤 其 在 证 明 
难度 较 大 的 不 等 式 时 ) 的 常用 的 证 法 及 其 灵活 应 用 . 本 书 在 所 收集 的 例题 与 练 
习 中 ,注意 到 尽 可 能 于 括 不 等 式 的 各 种 证 法 ( 通 法 与 技巧 )， 书 中 多 数 例题 与 练 
习 的 解答 是 笔者 独立 给 出 的 ,但 也 许 有 的 解答 人 家 早已 给 出 ,而 笔者 还 不 知道 
当然 ,笔者 不 能 保证 所 有 证 法 都 是 最 住 的 ,也 可 能 是 最 策 的 证 法 ,但 求 能 起 到 抛 
Hu xz. 

本 书 初稿 写 于 2004 年 2 月 ,后 经 多 次 修改 ,完稿 时 间 为 2009 年 5 月 . 本 书 
中 整理 了 笔者 多 年 来 的 数学 竞赛 讲座 稿 和 几 十 年 来 不 等 式 研究 的 部 分 成 果 . 其 
中 问题 一 部 分 来 源 于 国内 外 数学 竞赛 题 或 训练 题 , 一 部 分 来 源 于 有 关 网 站 上 提 
出 的 问题 , 凡 明 确 来 源 的 均 作 了 说 明 . 还 有 相当 一 部 分 是 笔者 的 自 创 题 ( 有 的 
也 许 别人 就 已 发 现 ,而 笔者 却 不 知晓 ) 或 改造 题 ,这 些 题 , 均 注 明了 在 刊物 上 发 
表 的 时 间或 创作 时 间 . 在 选 题 时 ,注意 到 了 代表 性 、 新 颖 性 、 深 刻 性 及 挑 成 性 
此 ,本 书 中 的 不 等 式 及 其 证 明 较 有 参考 价值 ,但 由 于 笔者 水 平 有 限 , 难 免 有 许多 
下 泌 或 不 尽 如 人 意 之 处 , 望 读者 提出 批评 意见 ， 

本 书 得 以 出 版 ,笔者 要 感谢 我 的 导师 杨 路 教授 在 百 忙中 抽出 时 间 为 本 书写 
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本 书 中 常用 的 符号 


(1) E— EA ШР aga уж = жу +, Dyr = nemis, 
Y = Py eye Px @. 

0) П — 4585. 如 对 于 x,y,z, ПО +2) = (у +2)(z +хя)(х +y), 
IG +0) = (@ +y) (O? +) (2 +) 等 

(3) co Ф. Ma? + P > 2abes(a - b)? > 0. 

(4) X. En = 12,an) 中 ,每 两 个 乘积 之 和 . DET unn 
xof 


PETI 
sa 


(5) 在 无 特殊 说 明 情 况 下 ,A4BC 的 三 边 长 为 BC = а,СА = b,AB = “, 外 接 图 
半径 为 ,内 切 圆 半 径 为 r, 半 周 长 为 ,与 BC,C4,48 边 相 切 的 旁 切 图 半径 分 别 


тте 


° 
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等 价 变 换 法 证 明 不 等 式 


B: 


等 achat WR AER RA атая N 
条 件 或 者 结论 作 等 价 变换 ,或 对 整个 命题 作 等 价 变换 ,或 对 其 中 
某 些 元 素 或 式 子 作 换 元 代 换 等 ,将 原 命题 经 过 多 次 等 价 变换 ,化 
归 为 我 们 所 熟知 的 ,易于 证 明 的 命题 ,这 就 达到 了 我 们 的 证 明 目 
的 . 等 价 变换 是 化 归 思想 的 具体 体现 . 


例 1 x ER,i= 12, BYs20 Уу, zO, 


У, sa>0, Y зу 205 = Ys 
e а 


мнра = 2. ze PLE 式 (1) 取 等 号 . 


жер eec Qum БТ 
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PII 
o Xm mte 


Gg Qt Eos 


(sa Yom o 
最 后 一 式 易 由 柯 西 不 等 式 得 到 . 
Ж ”本 例 经 等 价 变 换 ,转化 为 易 由 柯 西 不 等 式 证 明 的 命题 ,思路 源 于 


БЫ (Gyr - X4 
在 式 (1) 中 , 当 n = 3 时 被 人 们 称 之 为 母 不 等 式 ”, 即 以 下 命题. 
命题 1 Bana E RES 20, У 20, Ула 20, 


Улу 20, М 


У (a xn = 2Da VE Q) 
ини = E = Sata) 取 等 号 
ашт аат. 


1.( 匹 多 不 等 式 ) ДАВС 5 AA'B'C' 边 长 分 别 为 a,b,c 和 a',6',e', 面 积分 
别 为 4 与 4', 则 
У, (-а + P + )а? > 1644' (3) 
HADH AABC Co ЛА'В'С' 时 , 式 (3) 取 等 号 
提示 : 取 * = -a + ecu! = -ao2+6b2+ec9 等 ,并 应 用 三 角形 面积 公 
x 
2. ( 程 灵 提出 ) # AABC 与 A4'B'C' 边 长 分 别 为 a,b,c 和 a',b',c', 面 积分 
别 为 4 与 4', 则 
У (-a +b +с)а' > 4/3ДА' (4) 
当 且 仅 当 AABC 与 A4'B'C' 均 为 正三 角形 时 , 式 (4) 取 等 号 . 
提示 :在 式 (2) FM x, = - a’ +b +c',y，= -a +b+c, 等 ,并 应 用 到 
256 - Уа 248A 
3. ( 安 振 平 提出 ) 车 ДАВС 5 AA'B'C' LEA IOS a,b cL a bc ,面积 
分 别 为 4 与 4', 则 


Primary Inequality Proof 


У, (а - b +e)(a +b- c)a? > 1644' (5) 
a m n 
MB beo " Habre) = carbo) 时 ' 式 (5) RES. 
提示 :在 式 (2) Фау = - a" +b? +e, y, = (a -b+c)(a +b- e) ¥. 
4. ( ELE, 1983. 05.07) 若 AABC 与 AA'B'C' КАЗ а,Ь,с Жїа',Ь', 
<', 面 积分 别 为 4 与 4', 则 
YXa(- a +b +e)(a' -b же) (а + b' - e°) > 16AA’ (6) 
HARY AABC ^ A4'B'C' 时 , 式 (6) 取 等 号 . 
提示 :在 式 (2) HS = (а -b+c)(a+b-c),y = (a! - i e) (а + 
Ыс). 以 上 式 (3) 与 式 (6) 有 相同 的 取 等 号 条 件 , 试 讨论 他 们 左边 式 子 的 
X^ 
我 们 还 可 以 由 式 (2) 得 到 或 证 明 更 多 关于 三 角形 的 一 些 不 等 式 ( 如 后 面 练 
习 2,3). 
例 2 〈 自 创 题 ,1990,12,23) i x, ,3,,2,,2, € 及 , 则 
а РЯ ERES 
ажаа N ta XE 


lao SOS REAL CREE 
es s nta UR RR 
GB х, = xz: = x, 时 , 式 (7) 取 等 号 . 
#— — 记 原 式 左边 式 子 为 u, 右 边 式 子 为 v, 则 
2 


(7) 


2u+4 = 


"E mom ж, + (nth n tx 
n mtu ntn utm (nt ata, 
xb ta y +u x +m m EX K CE 
nin ntn 

QR 
xx ntn 


x + x, x + x, 

st ta +a DU re +s) * G +=) Fa) > 
4 +в) d tx) 

COR (Ka) 


0+4 


В u > Fe PARC). 


x Р x 
E> (7) ә—1— واوا‎ 
^ 3 METERS 


3 


x ху E EN 
+ 
nta nèu nta +a 


D E UL HES 


Apt nèn XQ tX, + 


mtu mtu ntn stn 


A ta a tac xe tx x + 
此 式 在 证 法 一 中 已 证 过 . 
注 L 此 例证 明 中 进行 了 整体 等 价 变换 , 切 不 可 盲目 用 去 分 母 方法 证 明 . 


2. 本 例 解答 可 参见 《福建 中 学 教学 》,1991 年 第 2 期 , 杨 学 枝 文 :循环 不 等 


>4 


式 的 证 明 及 推广 

例 3 〈 自 创 题 ,1988,04,20) 设 x,y,z,w,A € R.B zy 50,20 >0,1л1< 、 
2, 则 

М +ў + ллу + УЎ + мї Ави < [S t zo) G t o) (e + z, 


= 
e 
sapu зы. УР Am gie) RE. 


证 Wu /Z +y + Ахууо = /Z +w - Aso NI 
2.2 "n 


БЕРЕД 
зу 
u m ову Š +a reu) 
хуш xy zoo хуги 
再 应 用 柯 西 不 等 式 , 有 


А 
(y +a) (Ë +) > Qe 


即 得 式 (8). 

iE (з) 可 参阅 由 吴 康 主编 的 (奥赛 金牌 之 路 》( 高 中 数学 )“ 第 一 章 
$6 三 角 不 等 式 "(P81 ~ 90) ,本 节 系 杨 学 枝 所 写 . 

利用 同上 证 法 可 得 以 下 命题 ( 自 创 题 ) : 

хуули ER' a+B+y+0= (2k + 1) (k € Z) , 则 

| хайп a + ysin В + zsin y + wsin Ө! < 
хуш) (а + yw) (uw + 
xyz 

MELÎ хсов а = усов B = zcos у = wcos 0 时 取 等 号 . 

RO) 为 笔者 首创 , 可 参见 同上 吴 康 主编 的 (奥赛 金牌 之 路 》( 高 中 数 
学 )P82. 


(9) 
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Primar шайу Proof 


本 命题 在 《中 等 数学 》 杂 志 社 组 织 的 数学 竞赛 命题 评奖 中 , 获 一 等 奖 . 本 命 
题 也 可 参见 《中 等 数学 》,1989 年 第 2 期 , 杨 学 枝 文 ,对 一 个 三 角 不 等 式 的 再 探 
и". 
#4 (2000 年 IMO 41 届 题 2)a,b,c 是 正 实数 , 且 满 足 abc = 1, 求 证 
(acted -1 + )ر(‎ e-1 + <1 (10) 
证 Hi abe = 1,9 а = Is = Te = Toga € R°) ,此 时 式 (10) 
便 化 为 我 们 所 熟知 的 不 等 式 
бету жа) (утаа) (а -2 +y) S ayz 
其 中 ,7,z ER. 
例 5 (2001 4F IMO 42 届 题 2 ) 对 所 有 正 实数 a,b,c, 证 明 
а 4 一 —L»1 (ш) 


Ма? + 8bc * JV + Bea e +8ab 
证 一 “由 已 知 可 设 z = fy = бы = хуа ER Eae = LUK 


=Ë 
式 可 化 为 


еШ TION ЧИКЕ 


AUR TS AE 
ЖЕР HERA YF T+ 29, [[ Vi $8227, Ya 


3 , 即 可 得 证 . 

证 二 ”化 为 局 部 不 等 式 . 

因为 She < 4a (be)? "tae 
a 
所 以 а уак < [а + 2007) 
а 

j a аў а 

тИ Vr уок” Уа 


类 似 还 有 二 式 ,将 所 得 三 式 左右 两 边 分 别 相 加 , 即 得 式 (11). 
Ж ”这 两 例 告诉 我 们 ,对 于 abe = 1, 有 时 可 设 * = Жу = ы = Sim 
«= у «ы = hak. = у = e = S S. onion. 
846 《 自 创 题 ,1988,10,13) 设 同一 平面 上 两 个 凸 四 边 形 的 边 长 分 别 为 o， 
bee d 和 a',b',e',d', 末 积分 别 为 A 和 4', 那 么 
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aa! + bb' + ee + dd" > 4/A (2) 
当 且 仅 当 这 两 个 凸 四 边 形 都 内 接 于 加 (不 一 定 要 同一 个 圆 ) , 且 
(s -a)(s' -a') = (s- B) -G' -b') = (s -e)(s' =e’) = (s -d)(s' - d) 
时 , 式 (12) 取 等 号 这 里 s = (a +b +e +d), = Har +b +e ed. 
证 ”我 们 知道 ,在 边 长 给 定 的 屿 四 边 形 中 ,以 其 内 接 于 圆 时 的 面积 为 最 大 
(说 明 附 后 ) ,因此 ,只 需 证 这 两 个 凸 四 边 形 都 为 圆 内 接 四 边 形 的 情况 . 图 内 接 
AAEN a,b,c,d 为 边 时 的 面积 为 A(s = a) (5 = B) G = e) G = d) ,于 是 有 
аа + bb' +ес'+44 = Y, (5-a)( -а) > 
aJI =a) : IG 7221 = 
AV AAT 
Ж ”本 例 可 参见 杨 学 枝 :" 关 于 平面 四 边 形 的 一 个 不 等 式 ”" ,《 福 建 中 学 数 
Æ) ,1989 年 第 2 期 - 
附 : 凸 四 边 形 ABCD 四 边 长 分 别 为 4B = а,ВС = b,CD = c,DA = d, 当 且 
仅 当 此 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 时 ,其 面积 最 大 ,最 大 值 为 
(Sanco) ma = 
Татре ате (аве аттес) (13) 
证 一 如 图 1 所 示 , 四 边 形 ABCD, EIM AC, AC = *, 则 
1654 = 4(absin Z ABC + cdsin Z CDA)? < 
A(ab + cd) Cabsin! Z ABC + cdsin? Z CDA) = 
соб e) Lob + ed ЗИ (е - 
(ab + cd) [4(ab + ed) - beds (ее + bd) Cod le 
са «P! вае «dy _ 
abcd ? 
(ab od) | kerg? (obl Cod ley, 
(ac + bd) (ad + be)? _ ed(a? +6)? + able + dè)? 
abd(ab + cd) ` abed A 


b à 
A(ab + cd) | «аба + od)? + (e+ bd) Cad + be)® _ 


[ea(o +)? + abl + d'))(ab жей) _ 
iod = 4(ab + cd)! + 


Primary Inequality Proof 
[аке td) teila £8) ову - (2 «dy - 
ду -a +0) = 
cd ab 
аав + ed)? +204 + P) (é +) - (a «|y - (e + a)? = 
A(ab + cd)! - (à « ё 0) = 
(-asbecsd)(a-beced)(asb-ced)(asbec-d) 


sin'B = sin'C sin'B  sin*C 
зво _ (ас + bd) (ad. sofers =t did - 2 0 
ч ab + ed 2d + 2 


sinB = sinC 
[a La c = o” TAP ABCD WEFAN, RO) KFS. 


D 


mi 
证 二 2Suwco = besin C + dasin À, X. 
BD? = b° +  — 2bccos C = @ + а - 2dacos A 


所 以 becos C - dacos A = (Р + e = d = d) 


所 以 
4(Suco) = (besin C + dasin А)? = 
(besin С + dasin A)? + (becos C = dacos A)! = 


MOETET EO 

P) + Фа - 2abedeos(4 + C) - LU +À = à - è)? < 
(be + da)? - LG + e - d -a) = 

L(-a +b +e+d)(a û +e +4)(a +b = 


e+d)(a +b +e -d) 
即 得 式 (13). 


证 三 (应 用 柯 西 不 等 式 ) 如 图 2 所 示 , 若 凸 四 边 形 ABCD 边 长 48 = a, 
BC -b,CD = c,D4 = d, WRJ s XE AC, VE AC = x, 则 
s = Sauce + Sau = V(atbss)(casbsz)(a-hb*z)(acb-z) + 

(c+d+x)(-ctd+x)(c-d+x)(c+d-x) = 

Ма +b)! = #Jl# (ao-b)]+ 

VEG +d)" - 9 - (e =a] < 

[Ca +b) -x 4x -(c-d)][(c*d) 2 +x -(a-5)] 
由 柯 西 不 等 式 得 
ER = -(sbeesd)a-becsd)(asb-csd)asbsc-d) 
Bos 


(a+b) -2 | Z - (e - dy 
x- (a-b) (ed) -4 


. /Gexbd (ads be) 
и * ab + cd 


时 取 等 号 . 
4 
4 
А 
в! 
c 
图 2 
#7 xy: € RR,u 为 某 已 知 正 数 ,求证 
i) 
Hc +u) > засу," (14) 


нош» = у = = = E 时 , 式 (14) KES. 
й) 
По «022-0: Xs as) 
当 且 仅 当 = =y = = fE RUS) RES. 


DE IG «0 -I« Xs «dao - du) + - 
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Primary Inequality Proof 


у «dad -38) (E - 345) > 0, 
EI {2-5-5 ,? -E ФГИ Иа" = 3. - T 
BEM - 220^ - 2) = 0, 即 


А З 223a а Зай 
Ge)? +u) < ug + зау + 


所 以 

Gn) n) eu) > Gu! + Fup + a) ee) 

ie +у+:)? 

ii) 证 一 Ic tu) -7 

By + -3s,) E 7355) +200, -э =0. 

# кер унар sepes 

UL EF by fF ТИМӘ, RS vy - 
ше, 


G-Do-$»0 


m zy элё +уўу-Ж 
TR 
(GP жш) (у +u) 2x tult + y) + > 
$oG +) -Eru ey) +u. 
$e +») e 
因此 


(Z +u)( +u) (2 + > ($ Tu 2 jy +u) = 


Cha s fuy + фа! My uda? + За) > 


5 
EZA +у+2) Еу 


Da +y +2) E گا‎ -72( 呈 te+y+ = 
r€, «(a aya) - AES <o 
故 式 (15) s 


MEn ажуа = U+ ax + ayay = YE 
证 三 #u = 1, 则 式 (15) 变 为 


По +0 эт. (pt. X: (ж) 
dix = tan a,y = tan B,z = tan y,a,B,y € [0,2) , 则 去 证 
tan а tan B + tan y 25/5 
(1 + tana) (1 + tan!) (1 + tan^y) 
今 证 此 式 , 即 
figa a tan a + tan B + tan 


U F tania) (1 + tanip) (1 ahy) — 

(tan a + tan B + tan у) cos'acos'ficosy = 

(sin acos ficos у + віп Bcos ycos æ + sin усов acos B)cos асов ficos y = 
[sin(a +B + у) + sin asin Bsin y]cos acos Bcos у < 


[sin(a +B +y) vag EB t) con atg * 


sin t ty ai LÊÊÊ) con HÊZ n 
an тоо iE - 
зон tiy. за t+ < 
ly „258 
3x9 (0t = БЕ 


由 此 可 知 , 当 且 仅 当 4 = у =: = Lati, = ЭЁ (ж) RE 


Ay La À š 
HAROK) {ЕШ z £” Aca PRAOS 
ik 1. 用 类 似 方法 可 得 

Ix*tytz*wl s (16) 


OFA +) +I +) < 


数学 奥林匹克 
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Primary Inequality Proof 


МАМЕ = y = = = qae 取 等 号 . 


进一步 ,笔者 曾 在 (中 学 教研 (数学 ) 》( 浙 江 ) ,1992 年 第 11 期 的 “难题 征 
解 ” 栏 中 提出 以 下 猜想 : 
хх 


(X tna) + (ота) < ntan a + cosa an 
当 且 仅 当 a = a = … = а, 时 , 式 (17) RES. 
2. (14) (15) 两 式 的 更 一 般 情况 见 第 七 章 “其 他 不 等 式 证 明 例子 ”中 例 
эз 的 (47) (48) 两 式 . 
WS xy sw € Rs) = x+y +E FW, = zy + xz + xu + yz + 


Ha, €00,53) = 12,7), = Ju 


yu ke, = уло + хло + хуш syn, = луто RIE 
i) 
sb Ses +6 +9, 20 (18) 
当 且 仅 当 x,y,z,w 中 有 一 个 为 零 ,其 余 3 个 都 相等 时 , 式 (18) 取 等 号 . 
й) 
4s - 20888, +214 695,5, 20 (19) 
当 且 仅 当 x,y,z,w 中 有 一 个 为 零 ,其 余 3 个 都 相等 时 , 式 (19) 取 等 号 . 
证 1) 
si Ses, + 62 +9, = 50-47 + xz + 3xy + zw + 3yw - 2aw)? + 
а-па + xy + Ax! + 9no + 9уш ~ 2xw)! + 
jO 2y +20 ceu хш)! + 
CI +z +y +») + 


ime 


xc + ر2‎ + 3xz + 2xy + zw + 2yu - su)! > 
0 
ii) 
4s - 20, +21 + 9s, = (=2 ey + w + x)! + 
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aC By + 42 + ع3‎ + sy + 3ле + yw — баю)? + 
(4 жаг dy + ле + 3yw ~ 2aw)? + 
ge + Say + 8 +9zw – 9yw - 4хш)? + 
Baer +20 - не +y xo)" + 


w(-2w*y*zex) 20 


1. 以 上 i) ii) 配方 式 由 姚 勇 老师 借助 电脑 而 得 到 ,是 否 还 有 不 借 


助 电脑 的 其 他 证 法 ? 
2. 以 上 式 (19) 较 式 (18) 强 ,由 式 (19) 及 号 -35s, +12, 2 0, 即 可 得 到 


( 自 创 题 ,2003.07.24) it x,y,z ER-,0 < À <3, 则 
TIGA + Ey) > (1 AC» (20) 


HARM = y = :时 , 式 (20) 取 等 号 . 
证 {ёл = xs = Yrs = syz, W| 


II»? + Er) - (1 +4) (Dye)? = 
(X (3A(Y X2 92 Yo: yz + 
272 - )1 + (°) Y! 
з} +3) 725) + 
9a's($ -2s5) + 27275 - (1 +)? = 
A[3(55 = 3Аз,)* - (3 - AY] > 
355 - 948)! - (3 - 4] 
0«A«x3 
355 -945 20 


MARHE Зз, - As, 2 (3 - A)ss, Bl As 795) 2 0, 此 式 显然 成 立 , 
9/10 (2006 年 中 国 数学 冬令 营 试题 1. НИ. 福州 ) KE a, a, pa, M 
Ба + a +…+a =0, 求 证 


тах(а}) < Ê[ (a, - a)! + (в, 7)! += + (aaa) (1610) 


QU 


证 і2Уа=а+а + +a, M 
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Primary Inequality Proof 
ka, = (6-1) (а-а) +(k-2)(a, -a,) + (k -3)(a - a, ) += + 
3(w 7012) +2(o 7 14) + (ааа) + Уа 
ka, = a, -a + (k -2)(a - a) + (k -3)(a, 7a) e + 
32,5, 74,5) +2(aa 7 415) + (аа-а) + Уа 
ka, = (a, = a.) +2(а, = a) + (k -3) (a -ao + (k - (a, а) € 
3(a 74,3) +2(щ ¬ Q4) + (а-а) + Уа 
ka, = (0, ~ а) +2(а; - a) +3(а, 7 a) + (k-4)(a, - a) +++ 
3(a 7 014) *2(014 7 14) + (аа-а) + Уа 


ka, = (a, - a,) *2(a, - a) +3(а,-а,) ++ 
(k - (2 = a) + (72) (04 713) + (а-а) + Xa 
再 应 用 柯 西 不 等 式 ,得 
(ka < [P +7 + + (k Ка, 7a) + (a 7a) ++ + (aa =a] = 
(k= Dik- Dre, EET) 


+ (а 72)! + ۰ + ر ر)‎ -a)] < 


Ка а) + (в ra e Qna -ao 


即 知 式 (21) RE. 
Ж ”以 下 变换 式 有 用 处 ,应 予以 关注 . 当 i = 1 时 


Ga) < [(k =1)? +(k-2) + +2 + JA = (à 
i=2 时 


(ka)? < (I +2? & + (k-2? + JA < ( Ула 
й 


ia 
(ka)? = [1° +2° (E23) +2° «A ( F4 
й 


这 里 4 = (a, -а,)' + (а. 72)! 8 + (a, = 2)". 
B11 ( 自 创 题 ,1999,05,14) 在 ДАВС 中 ,三 边 长 BC = а,СА = Ь,АВ = 


e$ = (a +b + e) ,R 8 r HI ДАВС BAHRBPER SU UTRIUS j| 
®=Ё#;©>1, feat 2) 
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当 且 仅 当 A4BC 为 等 腰 三 角形 时 , 式 (22) 取 等 号 . 


证 由 于 
s+2Rr+r D+ 1ر18‎ 
aR 7 ARS 
10У о)? +H Z sind) - + = 
$+ cos(B8 -0) -十 = 
1+ У сов(В - С) = 
21У, сой 8-С 2 
因此 
А 
СУ 86 1)? - RT = 
(У, ов ge » - )2 о 86-2) = 
(У, cos 28)? -2 cos گج‎ «1-28 - X 256) +2 = 
2}, BC £24 -2у وو‎ 5€ + у. шг EC 
2X, BG £24 2۔‎ y c6 4024) уат E = 


2, sin P Coin 2 4, X 
(Zsn25 Oy >o 
Ж “本 例 可 参见 杨 学 枝 主编 (不 等 式 研究 》( 西 藏 人 民 出 版 社 ,2006 年 6 月 


出 版 ) 中 杨 学 枝 \ 尹 华 效 文 :“ 我 国 研究 三 角形 半角 三 角 函 数 不 等 式 情况 综述 ”… 
式 (22) 是 一 个 很 强 的 几何 不 等 式 ,由 它 可 以 推出 


1 32 
Lt DET + m) 
2 


当 且 仅 当 AABC ЭЕ ЈЫН, (023) RES. 
利用 式 (22) , 杨 学 枝 于 1999 年 5 月 证 明了 由 浙江 张 小 明 老师 提出 的 猜想 
1 37R - 14 
У рге? AR (24) 
мн: 


HEADH A4BC 为 正三 角形 时 , 式 (24) KFS. 


数学 奥林匹克 14 
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Primary inequality Proof 


例 12 《江西 刘 健 提出 )P 为 SABC 内 部 或 边界 上 的 任何 一 点 ,点 P 到 三 顶 
点 的 距离 分 别 为 R, ‚К, R, ,到 三 边 的 距离 分 别 为 m ‚г; оту, ДАВС 的 外 接 贺 半径 
为 R, 则 

ERREN (25) 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 , 且 点 P 为 其 中 心 时 , 式 (25) 取 等 号 . 

褚 小 光 先生 证 明了 式 (25) ,但 文中 证 明 较 繁 (可 参见 《湖南 理工 学 院 学 报 
(自然 科学 版 )》. 2003 4F 12 月 (第 4 期 ) , 褚 小 光 、 肖 振 纲 文 :“ 若 干 几何 不 等 式 
猜想 的 证 明 ") ,笔者 于 2004 年 3 月 16 日 再 给 出 了 以 下 两 种 证 法 . 

证 一 

AN YR -RY n) = X Utd + ber} eben Coo + + )] = 
а У, а) Xr) = be(r +) + 

У, beryry(b" +) - У ао +n)(n +n) = 

Уво +) +2 F berr, + Y bern (b =e)? - 

У, ат +) (л+л) = 

Уво +) = X аљ e n)(n +) + У benn(6 - 0) = 

IX [ealn +r) = abr, +) + E benr =e)? 20 

证 二 利用 等 式 

к = Per + BE + ben C à + bî + 0) 
ee 
等 , 则 
4A ER -2RYn) = [a(b -on + abr, - en)? + 
[öle = a)r + b(er = ar) J + 
[еба - b)r, + elar, = br) 20 
例 13 a,b,c ER ,abe = 1, 求 证 
1 1 
Lara” Er (26) 
MANM a = b = c = 1 时 , 式 (26) 取 等 号 . 
证 Ba = Уаз, = Ebes = abe -1 那么 , 式 (26) 等 价 于 
02 +4Уа+ L*. 3+4Fa+( Fa)? + У 
9+4 a+2Ybe 2F a+( Ia)’ + Ybe+ abe 
今 证 上 式 成 立 . 这 是 由 于 


15 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 


(02 +4Уа + Xb)2YXa*(YX2! + Ebet ау kk] - 
(9 +4Уа+2У 6с) [3 +4 F a+ (Fa)? + Ebc] = 
35s + бэуз, + S5 — 248, — 582 -35 – 82 -27 = 


Ө] -3м)в + Fal -9) 686 -3) + 0-3) + 


Ban -9) + (s$ -27) >0 


ж “在 同 例 13 AMET EY, gl 
例 14 《 自 创 题 ,1988,08,22) 8 a, a, na, 是 个 非 负 实数 ,我 们 把 从 
0,0, a, 这 n 个 数 中 ,每 次 不 重复 地 取出 kk = 1,2,…,n) 个 数 的 乘积 之 和 
JR s, RU suos 为 这 个 数 的 初等 对 称 式 . 对 此 ,有 
È CDRs =] Poy e + 
2 
(-1) ws, >0 (27) 
ЕСЕ 中 所 有 非 鹤 的 数 都 相等 时 , 式 (27) KEE. 


E 首先 证 明 ,车 a > 0 els) BY LRL = 1 
PEE Y ox (ж) 


当 且 仅 当 m = < (n > 2) 时 ,上 式 取 等 号 
由 柯 西 不 等 式 ,有 
(йг! лаа) (Es 


йй, Ys +) > Rs анвон). 
SERO). ERO) Heri = gs, = 一人 
n R AE 


-1 


zu 21,2,72), 


ату гас = j 全 = 1, 故 由 式 (类) 知 


ESS XX ls WEZ 
即 


ai( = a) = 5) (s = a,) ta (s ma аз) ma) em 
a ra) аз) (8 caa) 2 


16 


Primary Inequality Proof 


[am (5, - a5) (s -a,) (5 = a,) + aas (s -a,)(8 = a,)( = a,) + 
aam ¬ a), = а) (s - а,)] 
将 上 式 两 边 展开 ,并 整理 , 即 得 式 (27). 

Ж 1. 式 (27) 可 参见 (不 等 式 . Me. 方法 ) 一 书 ( 王 向 东 , 苏 化 明 、 王 方 汉 
编著 ,河南 教育 出 版 社 ,1994 年 5 月 出 版 ) ,P520 ~ 十 四 、 杨 学 枝 不 等 式 ”. 
或 见 《中 学 数学 》 (湖北) ,1989 年 第 2 期 , 杨 学 梳 文 :一 个 初等 对 称 式 不 等 式 ”. 

2. 特别 当 n = 3 时 ,有 

5| -4ss +95 20 
即 为 Schur 不 等 式 : F ala - b) (a - c) > 0. 


3. 由 以 上 证 明 ,笔者 提出 以 下 猜想 : 


Ba, ER-, 记 4 = ўа „Хід = nus 是 关 
于 ‚л, sa, 的 初等 对 称 式 , 猜 想 有 
K EO ss 
(n 20а > e Deis. (n ч) 5, 
15 Esa, €R, He +a +ab = Loki 
1 1 
d bel саті (28) 
MEM a = b = с = + Bf 08) 取 等 号 
证 一 
1 __ 3EkR зуы —— 
a -be+1 a -be+3be аўа+?2ў 
3_ _ 5a 
2 (аўуа+?ў b) 
类 似 还 有 二 式 ,因此 
1 
3-Х атыті"2 
А 
Зу 2X5 < 
ТЕ SY. +2а ўе 27 
3 (Xo 3 


2 Fo Zerga Th 2 
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应 用 柯 西 不 等 式 ,上 式 得 


证 二 ”用 齐 次 化 方法 证 之 . 
易 知 式 (28) 左边 各 项 分 母 均 大 于 零 , 经 去 分 母后 并 整理 ,可 得 到 与 式 (28) 
等 价 的 以 下 式 于 
Fal herbe 2а -22a Уа + 
2abc Y, а + 3abc У а -3 Fb >0 
FH a = f = Bs +35, LOP = dj = Зу +34, Da =з] + 
23 -Asis +456, 代 人 上 式 ,并 注意 到 3 5с = 1, 将 之 齐 次 化 ,得 到 
ssi tsis - 4 < 0 (ж) 
RK, ЖЕ (28), ЯШЕ (Эк) 成 立 .但 
sess 40 < si 4 = 
sis *355 – 48) = 
а Убу -az >0 
ОХО) 成 立 . 
#116 设 x,y,z € RRE 


TTT TE 9) 
当 且 仅 当 xyz = 1 时 , 式 (29) RES. 
y lem 
ë RON ттер тужу ista” 
a(l +y+yz)(1+z+zx) + (1 + x +ay)(1 +z +z) < 
(1+2) (1 + x + xy) (1 + y +yz)@ 
(9:-0! 20 
ж (29) 见 《中 等 数学 》,1995 年 第 6 期 ,训练 题 17. 
例 17 (改编 题 ,1999.02. 18) 设 x,y,z,w € R',H xyzw > 1,00 


z + x + 5 + 
l+tx+aytayz 1 +y +z +yz 1 +z + zx + Ox 
EUM Wl 
Iru sus tuy Š | (30) 
M R OD хуги = 1 时 , 式 (30) RES. 
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证 
š> x 2 y _ А d w > 

Tra tay taye l+y+yz tyme l +z ао tm 1 +0 + ex + my 
T z E яу _ > жу: = 1 

I +x tay taya 1+хл+лу+лу: 1+л+ху+лу 1+хл+лу+луг 
GOLA түү qu rela + )+ 
Та клу to l+y + z+ ym Галу Fay 1 +Z + me + max 
GLA Lo yum 

Тж +лу+хуг 14w + tax + wry 


(yaw - 1) £ a(l + x)(xyne - 1) E 
(1 =x + xy +ayz)(1 +y + yz + ym) (1 +x + xy +ху:)(1 +: + mw + mex) 
-1 
(1 +a tay жат) (1 +w + ux + uay) — 
xym -1 y PE 1 1 j= 
Ita taytay 1+у+у +m 1 +z +a + ит | +ш +u + wry 
хуш -1 e = » 
DFe tay taya 1 +y ут уо I +e + zo + rer 
-1 
rem enn) ew tm TT 20 
例 18 ” 设 二 次 函数 /(x) = ax" + bx +с(а #0) 在 区 间 [0,1] 上 其 值 的 绝 
对 值 不 超过 1, 求 1 al +1 bl +1 cl 的 最 大 值 . 
解 由 


(0) =e 
Д1) =a+b+e 


1) = asd +e 
a = 2/(0) 409) РЕТ) 


b 2-30) +401) - f) 
e = (0) 
所 以 
lal +l bl +l el 2 12/0) -4 +21)! + = 3(0) + 
СӘ -ADI HAOI 2170) 1441 -RE) 1+ 


21/0) 1831/0) 141 -AE 1 +1 /(1)1 +1 f(0) I - 


19 


61/00) 181-39 1631/0) 1 


17 
f(0) =-1 


0) =1 a =8 а=-8 
MAMMA) = 1, 即 16 = - R (T) = 1.00 = 8 时 取 等 号 . 这 时 
Va) =1 ml” ym a 


Ы Aa) = Ва - 8x + 1 (л) = -8x? + 8x - 1.354 x = coss ЩЙ 
时 有 1 5(z) 1 =! cos 4al < 1. 

注 ” 例 18 可 推广 ; 设 三 次 函数 x) = аз? + bx? + ex + d (a 90) 在 区 间 
[0,1] 上 ,其 值 的 绝对 值 均 不 大 于 1, 求 1 al +l bl +I cl +1 41 的 最 大 值 . 


解 :可 得 最 大 值 99. а = 51-160) +320) -3602 +16010), = 
113200) -SG +4003) -16/01)],с = i- 19/0) + Š 
YD «301,4 AORO =I) = 140) =- 10) = 1 或 


KO = 1409 =I) = 10 =- 1, =Й ЛӘ) = 322 - 
48 +18x - 1 3009) = -322' + 482 - 18z + 1. 
更 一 般 地 , 设 n 次 函数 人 (x) = a,x" +a, as" +…+mx+o, 在 区 间 [0,1] 
EHHI f(x) | > 1, 则 当 
ficos! E) =- 1 feo eism zi 


Keos (72) = es (eo0) = (- 1)" 


或 当 
Keos 33) = 1 (eos? Юл) CT 
ficos! EZB) 21, деш) = (-1)° 
nf, È1 al ARK. 


9119 〈 自 创 是 ,2007.01.21) 设 a,6,c,k € 及 , 则 
(É жа) (É ж) (Р +) > 2F (ab + е + са + abe) (31) 
ЭН ЧЕ = a =b = с = 0,abe = 0 时 , 式 (31) ROS. 
iE 原 式 左边 - 右边 = (F - abe)? + Pa'(k - b)? + P (k- с)? + 
(k ~ а)? 20. 
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Primary Inequality Proof 


$9120 (08,2007. 09.13) а,Ь,с C R^, Ha +b +e =2,n 为 不 小 于 
2 的 正 整数 , 则 
Xue Gn 
MAN a buc 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 均等 于 1 时 , 式 (32) MES. 
证 原 式 经 去 分 母 整 理 后 , 即 为 
уке +2(abe)" «1 Ф 
Hl a +b +e = 2,À 5с < 1,са < Lab <1, 因 此 得 到 
Уве +2(абс)* < Y e 4 дате 
TERRE 
Xie «2(ab)! <1 Ф 
ЖЮ с = minla,b,e| „е 子 , 于 是 由 式 @ 右 边 -左边 ,有 
1- Уо -2(abe)* = 1 - (ab)? -è (a? +) - 2(abe)? = 
1 (ab)! -è (a +b)? +2abè(1 ~ ab) > 
1 - (ab)? - è (a +b)? > 
(注意 到 1 -ab > 1 - ($P)? > 1 (E95 = 0) 


1 - (a +b)" -elatda 
016 - (2 -9* -162 (2 - 9] = 
16032 - 88c +720 -172) = 


$0 -390-3)0-9 + e 20 


(注意 到 2 > 3c) 由 此 可 知 式 @@ 成 立 ,因此 式 四 成 立 , 故 式 (32) 获 证 ,并 由 证 明 
过 程 易 得 式 (32) 取 等 号 条 件 . 

例 21 (来 自 “数学 驿站 论坛 一 一 南方 学 科 网 论坛 ”中 “不 等 式 ” 专 版 、 
2006 年 12 月 23 日 ,hangjingjun 提出 ) 设 x,y,z C R7, HY yz = 1, 则 


E +5) > 10 (33) 


当 且 仅 当 x = y 
取 等 号 . 


,或 +,7,z 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 都 等 于 1 时 , 式 (33) 
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证 将 式 (33) 齐 次 化 得 与 之 等 价 式 
A a 
зух: (X) -0ys20 


, 
ESO» 
记 % = Lem = Yz = zyr, 则 上 式 经 去 分 母 化 简 可 得 
din - 4nd -in 0 Ф 
ROEN = ss = 413, *95) -5( 735) = 
ар баву) 0) Тану O- = 


T+LYIC + y+ 9 Унли] - 9 
因此 ,要 证 式 (33) ,只 需 证 
X[(-z+y+z)- X»-£m)G-2'20 (ж) 
不 妨 设 x > y > WRO) 左边 二 三 项 均 不 小 于 零 ,因此 
D[(-s+y +s) ° yz - xyz](y - 2)? > 
СС-а жуа) ° Yz -a](y -2! + [(x = y +z) Dy - xyz] (x = z)? > 
[(-я+у+г:). Уг - zy + (а-у $2) : Xs-xx(y -az = 
(24. У yz- 2ayz) (y = z)? = 
22(z+y)(y- 2) > 0 
HGD Har DOR e = y = z = nata) KES. 
#22 a,b,c ER', 且 x ashy =+ -letl-l, 
n 


ay + yz +x 23 (34) 
BB: = y = z = 1 时 , 式 (34) KES. 
E BF 
у + yt +a -3 = (а+-р-1)(®+-1--1) +(#+-1--1)(е+--1)+ 


Go DG ж 10) -3 - 


Таба -b+ D (le - e +1) + 


b(bc-c*1)(ca-a*1) + 
c(ca -a +1) (ab - b +1) - 3abc] 
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Primary Inequality Proof 


因此 ,只 要 证 
F alab -b +1) (be =e + 1) -3abc 20 Ф 
$ER O RL. 由 于 在 1 - bc,1 - ca,1 - ab 三 式 中 , 必 有 两 式 同时 不 大 于 
零 ,或 同时 不 小 于 零 , 不 妨 设 这 两 式 为 1 - ca,1 - ab, 则 (1 -ca)(1 7 ab) > 0, 
于 是 
式 @ 左 边 = (1 -2e +e +be)ba + [1 —2e + -2b + 3e — 
2bc(b + e) + (be) ]a +b +e(1 - B)! = 
bo (1 - c + e(1 - B) + a(1 - (1 -e)* + 
(1 -cea)(1 - ab) 20 
Bist QD 成 立 , 原 式 获 证 . 
Ë 1. KARAJA“ (ALGEBRAIC INEQUALITIES》 摘 录 "Chapter8 Wi 
13. 
2. 设 a,b,c ER*,kh<1, 则 


(+--+ 230-0) (35) 
D 
当 且 仅 当 a =b = c = 1 时 , 式 (35) RES. 
式 (35) 经 变换 整理 即 为 
ab + Pe + a + Eet Уау) +9 


由 此 可 知 ,要 证 式 (35) ,只 要 证 上 = 1 时 的 情况 ,这 时 便 是 式 (34). 
3. 更 一 般 地 有 以 下 命题. 
dose € R'm E R',n ER, E m> n, 
E (e + -n)( + а) э3(2т =n)? (36) 
当 且 仅 当 a = b = c = m 时 , 式 (36) 取 等 号 . 
只 要 在 式 (35) HERR: bs es E mk = п, ERGS). 
例 23 a be 和 zy,z 为 非 负 实数 , 且 x ey +2 = a +b +e, A 
ах? + by! + e + xyz > 4abe (37) 
MEM x =-a+b+cy =a-b+c,s =a+b-c 了 时 , 式 (37) 取 等 号 . 
证 dHasbecmxoyezzM,becmxastcmyastbmzithid— 
式 成 立 . 不 妨 设 a +c > у, Жу = a + c, 则 5 = x+z, 于 是 
ax? + by? + e + xyz -4abc = 
ax + (а + с) (x +z) «ez + 
ба + c)az - dac(x + z) = 
аз? + (а + с) + x(a - c)? + 
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z(a -c)' > 


0 
ЕА e*c»y 
因为 PE 
所 以 
ax + by! + с? + xyz = 4abe = 
а? + by" +e(a+b+c-x-y) + 
xy(a +b +e -x- y) -4абс = 
(a +e = ر‎ - 
[2e(a +b +e -y) -y(a +b +e = y)]« + 
by +e(a +b +c- у)? - 4abe 
е 


f(x) = (a +e -y)z - [2с(а *bec-y) --y(a+b+c-y)]z + 
by +e(a +b +e - у)? - 4abe 
n 
Д = [2c(a +b &c- y) -y(a +b +c - y)]? - 4(a +c = y) 
[by + с(а +b +e = y)'- 4abe] = 
Y -3(a-bsc)y + 
(d + bî + e ~ 2be -2ca - 24b) + 
Вас(а - b + с)у - 4ac(a +b - c) = 
X -2(a -b &c)y! + (a - b + c) y! - 4acy! + 
8ac(a - b + с)у -4ac(a - b c)! = 
yx - (a - 6 +) ]° -4ac[y - (a - b +e) ]? = 
(7 -4ac) (y - a +b- c)? 
Жу - 4ac S 0, 因 为 a +c > y, WA <0,# f(x) > 0, 式 (37) 成 立 . 
ЯРУ - дас > 0, 则 
ax + by? + с? + ху: - 4abe = ax! + с? + xyz + (у -4ac) > 0 
即 式 (37) 也 成 立 . 
综 上 , 式 (37) RIE. 由 上 证 明 可 得 到 , 当 且 仅 当 # = = a +b +e, =a- 
b +e, = a +b - c 时 原 式 取 等 号 . 
Ë ”本 题 见 第 九 章 “《ALGEBRAIC INEQUALITIES》 摘 录 ”Chapter8 ШЇ 
16. 
例 24 (01,2006. 12.17) а,Ь,с, C R^ Lac = 1, 则 
a ж b » с F d < 4 
a+ab+] Ь+Ьс+1 с+сй+1 d+da +1 3 


(38) 
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当 且 仅 当 a =b = с = d = 1 时 , 式 (38) 取 等 号 . 
证 。” 先 证 以 下 恒等式 
ے‎ $. ap ER 
a*ab*l b*bcel ctcatl ` 
1 1 ~ abc)? 
7 (ажар +1) (Ь + be + 1) (e ca +1) 


这 是 由 于 
2а ab 1 E 
IAM * Tab +1 asabri arab +I bedesi 
二 本 
a*ab*l с+са+1 a+ab+l 

b(1 - abc) B 1 ~ abe E 
* (bbc +1)(а + ab +1) 7 (е+са +1) (а +аБ +1) | 
1 ~ abe ENSE УА 
atab+l ct+catl b+bc+l — 
8 1 ~ abe)? 
(ажар & 1) (b + be + D) (e +са +1) 


于 是 


ë 
ROD 左边 = CIT ртт evene) + 


с а e) 


с+её+1*4+4а+1*а+ас+1 — 


c а 
Grasi атас) 7 
2- 1 abe): R 
(atabs 1) (6 + be € D (e + ca +1) 
1 - eda)? 3 
Соте +1) (d + da +1)(а + ac +1) 
5 1 + ac + (ас)? ]- 
(а +ас+1)(с +ас+1ў 
1-5? 
“tarab+D(b+be Gre) 
1-4y а 
(ed +1) (4+ da + 1) (2 +a) 


3 3 
Crore <! ET CET < 


故 式 (38) RE, HANH a = = 1 时 , 式 (38) 取 等 号 . 


8425 设 obic,dER-, 则 
(Уа)? 2 A[a(c + d)! + (d +a)? +e(a +b)! + d(b + с)?) (39) 
MB a = c,b = d 时 , 式 (39) 取 等 号 . 
证 


式 (39) HW = 4(a + с) (а +d)(b +c) +4(b + d)(a + b)(e +d) < 
(ae) (Fa)? + (+d): (Xa? = 


(Eo! 
即 得 式 (39). 从 证 明 过 程 易 知 其 取 等 号 条 件 . 
例 26 a,b,c € R',RMJ 
a SCIES n леа +° Ve +з эе (40) 


证 因为 
a a +3be 。- a(d 43k) ,> 


bee 7^ 7 re cy Ca +3бс) 
2а(а* + 3bc) med 
Go + (а? +3) T 
а + abe = a(bî + e) 
(а? +b? + 2) + She 
另外 还 有 两 式 . 记 : = o + + 所 ,于 是 ,只 要 证 
AX + BY + CZ >0 ° 
其 中 
1 1 1 
"гре 8" пб C7 158b 
X = à! + abe -a(b +0) 
Y =b + abe -blè + a^) 
Z = e + abe -c(a +b?) 
FW а > b > <, 则 易 知 这 时 有 4 > B > C, R. 
X = а(а - P) +a(b - e) >0 
Z = c(e - P) + ac(b - a) <0 
X+Y+Z = Ya +3abe - У а( +0) >0 


A 


于 是 
АХ + BY + CZ 2 ВХ + BY + BZ = B(X «Y +Z) 20 
即 式 O 成 立 ,从 而 式 (40) 成 立 . 
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增 量 比较 法 证 明 不 等 式 


\\ 


Хав tja) m 0 RET nane 
齐 次 对 称 式 不 等 式 , 则 可 设 z > у > 2> w, 令 2 = w+ ay = 
u +a +В,х co +a +В y JU o y ER ,于 是 只 须 证 
fu *a*B*y,o*a*B,o + aw) 20 
从 理论 上 讲 ,对 于 大 量 的 此 类 不 等 式 ,用 上 述 增 量 比较 法 均 
可 证 明 . 只 是 元 素 增多 或 次 数 增 大 时 ,计算 量 较 大 ,但 可 借助 计 
算 机 解决 ,其 中 还 涉及 非 负 量 不 等 式 的 证 明 问 是 
对 于 三 元 的 齐 次 不 等 式 几 z,y,z) > 0, 也 可 转化 为 
à 
Жазы) o han ED + 
Lx zu) 
Alaya) ES 
, (EE 
AG) 82205 


š y= (а-у)? E 
нае >y > r, О, CI 中 至 少 一 个 非 负 ， 


(х,у) жер (2252) А (ауа) 
Heus > 0, 则 进 Lm nisu YN 
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Gan | Alay.) Я Абун) 
вка) npn > 0: ME gaya) > 0 BAGnO > 0, 


G-a) (а-у)? CED) 
RE > Rg) toan» ойжо > 0, 且 


2 2 
Абул) > otn > KG + 万 (xy,z) > 0,898. 


若 a,b,c 为 A4BC Zill&Wambmcb-ctaa-cctasf,a BC 
R 则 由 5 + c > a ü c > В, 
b=cta 
czB 
代入 齐 次 不 等 式 证 之 . 
Ж AABC AERE RUD ii P + > а с> V2(op « B) + 有 可 设 
b-c*a 
f =c +B 
c 2 /2(og * 8) +B 
代入 齐 次 式 证 之 . 
对 于 非 齐 次 式 不 等 式 ,可 经 过 某 些 式 子 的 大 小 比较 , 然后 再 仿 上 证 之 (可 
见 后 面 例子 ). 
还 有 一 种 变换 方法 ,可 参阅 杨 学 枝 文 ,“ 证 明 不 等 式 的 一 种 的 方法 ” 刊 于 
《数学 通报 》1998 年 第 3 W). 
例 1 а,в,с CR, HY а? = 1, 求 证 


n. 
Ere“? o 


二 时 , 式 (1) KEE. 


2.5 1 __ 3-S be * 7abe Y, a - 9(abc)* 
2 1-6 2[1- Y bc + abc Ya - (abc)] 
з-5У be + Gabe Ya + (abe J a Уа - 9a e) 
201 ~ Y be + abe J, a - (абс)?] 


3 -5Y bc «Gabe Ya. 


2[1 - Y, be + abc Y, a - (abc) ] 
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由 此 知 ,只 需 证 
3-5Y be +6abe Xa > 0 Ф 
但 
3 -5Y,bc +6abc Xa = 3( У, à)! - SY a? Y be «Gabe Ya = 
3y4(YXd - Y) -2 F a Y be - Зас У, а) = 
зуе E-e) -NX60-oXYX86-0]- 
ixce +36? +3c ~ 4bc) (b - c)? 
不 妨 设 a > b > <, 则 
(- P +30 + За? - 4са) (а - c)! > (- bî +30 + За? - 4ca) (b - с)? 
(- 2 + За? + 3° - 4ab) (a - b)! 20 
所 以 
У (-а +38 +30 - 4) (b - c)? > 
[(- a? +30 +30 – 4с) + (- P +30 «3d! -4ea)](b - e)? = 
(2a? + 28 + 6e - 4be - 4ca) (b - c)? = 
[205 - с)? «2(e - a)? «28](5 - c) >0 
故 式 Ф 成立. 原 式 获 证 . 
И is = Уа = У Без, = able, 则 证 一 中 式 @ 可 化 为 齐 次 式 
35 - 1781 +2283 + биз; 20 Ф 
a 
于 是 ,要 证 式 (1) 成 立 ,只 要 证 式 Q 成 立 , 又 由 于 > LIT hog 
“等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14) ,这 时 


34 -17 +228 + биз 234-178 +220 +6 .+ ےا‎ 


LOS 4388, +664) = 
id-»204 -2) 20 
(注意 到 5 < 3 У a) A Q 获 证 , 故 式 (1) dr. 
#2 设 a,b,c € R',H Y bc = 1, 求 证 
lib? ltd (0144/5 


(Bec) *(esay * (ab) ^ 2 m 
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щн йа = b = c = Dat RO RS. 


= 
lb? 5. (pe) +e") +2be 11. 

Z ae 2 ME (b eo 2 

x 


lyo-os-hX0- Edi 


FELO +e)? -al +e) - 1 


由 此 可 知 ,只 需 证 
X [G +e)? -alb +e) -tl( 人 52>0 
不 妨 设 a > b > 6, 则 易 证 有 


a-c abya (a-e b -eya 
GD > Сат aro > (+e 


A 
(a+c)? -b(a +e) -ac = (а? - ab) + (ae - be) +e =0 


(a+b)? -c(a +b) -ab =a? + + ab -ac- be >0 
因此 ,有 
УФ +e)? -alb +e) = be] (E > 


b-c 


[Cb +e)? = a( +e) = be + (a +e)? -bla + e) - ae] (j 


La =b)? +221)" >0 
故 原 式 成 立 . 


) = 


y» 


a 


843 (HER 2004.08.22) 设 x,y,z CR Hh «y! + 2 < 3, 


аъузу? eds + ھر‎ 
当 且 仅 当 x = y = z = 1 时 , 式 (3) 取 等 号 . 
证 一 齐 次 化 证 法 . 
шину f «38 ЕКЗ), RAE 


由 于 
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(3) 


ою 
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KED- Xyà - G2» - Xe xe [X55 = 


ZEBER ул) =‏ .ر 

>= D 

gXoOt2'0-2- BIs.y. EO- > 
x: [EF 


EZ Eo- =‏ اچ s‏ د م 

za Lo- > 
FLOD- -EZA Zo- = 
BEC -Eelo -> 
BEC 450-2 

ЖШ > у эй 


Gig -y)-3 »G + (у 3: 
(+y 20) (а-у) 0 


EOD O- 


因此 
HE+ -#)(y - > 


go + 36-2 «G2 P-a)? 


Po- >0 
证 二 因为 
2Er+ уз Уан) =3 > (уг) 
所 以 Ers ууг 
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#4 ryz ERRE 


LA» 
Yi ti: 内 


当 且 仅 当 * = y = = 时 , 式 (4) 取 等 号 . 


证 
Xe Ei ura PEZ -3)+(4 тус -6) = 
2(7 - 4)? у-ва 
BEDA EG 
32y +200 (2x) ر‎ -pF م ور‎ уа 
Io» UE yr +z) 0-29 
由 对 称 性 ,不 妨 设 x > y > z, 易 证 
(x2) > (а-у)? 
x(x +2) > xy(x +y) 
BR 
зу: 2x y + 2x) - ву - зу? - y > 0 
Злу: 22 y! +200 - ya - zy? - > 0 
于 是 ,有 
дуг + 22у? «28? - z: - xy? - yr 
xy *2) Чер» 


ЕЭО ЕВИ + 


А 
(Злу +2020 +200 - yz = ss - xy) ncn. 
(вуй + 22y? - 21 + y) +? + 40) dim > 


0 
ж RU 等 价 于 a,b,cE R'U Ye Y, gig? usw 


章 "其 他 不 等 式 证 明 例子 ”中 例 19. 
015 设 a,b,c € RRE 


эу а 
Y. >2У 29 (5) 
MAN a = 4 = 。 时 , 式 (5) 取 等 号 
证 оюу = > тай 
数学 奥林匹克 


不 等 式 研究 


Primary Inequality Proof 


a + 


А 
a 
DE at 


因此 , 式 (5) 等 价 于 


зу a £u 
ае on 
HFA ON) 是 关于 a,b,c 的 对 称 式 , 不 妨 设 a > b > c, 则 易 知 有 

(a-e > (a-b) (a-c > (Oe! 于 是 
asc P atb’ ate P bre” 

iX2-Ya m HË 

iXe-XGa-.y HD В 

Xe - Xe(a +8) +2аку, 1 = 


(Le - ук) - у,(®#+®- = 


a+b | 


tga- -ty 


a +b 
Руно > 
2-5 + ( Opdatere) 6925 
1(а-в+е-а+ь+е) كح‎ = 
PODIEN] 


bc 


RROK) 成 立 , 式 (5) RIE. 
例 6 ( 自 创 题 ,1992.03.01) 在 A4BC 中 ,BC = а,СА = b,AB = c, 外 接 贺 


半径 为 ,内 切 加 半径 为 +, 则 
- 签 > |a= bet a-c (6 
MANH A4BC 为 正三 角形 时 , 式 (6) MES. A 
证 hiba >b >c,Ba =c+a+B,b = с+а,а,В ER, WA с> 
2r _ (-a +b +e)(a -b +e)(a +b -e) 
B AFR = ale B 


abc - [[(-a +b +e) - (a -8)(b - e)(a - e) = 
(а? + af + B)c + (2а + BB -apla + В) > 
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(а + af + В)В + (2а + В)В – аВ(а +B) = 


2(а +8)F 20 
由 此 即 知 式 (6) RE 
例 7 〈 自 创 是 ,2000. 03.02) 在 ДАВС 中 ,三 边 长 为 a,b,c, 求 证 
уау, وح‎ +)? (7) 


当 且 仅 当 'A4BC 为 正三 角形 时 , 式 (7) 取 等 号 . 


E 因为 当 a > 4 > c 时 ,容易 验证 有 4 了 >> ATS > me, 


只 要 证 a > b > c 时 式 (7) 成 立即 可 . 令 a = e +a +8, = с+а, ce > Ba, 
B CR ,这 时 
Eto ego d-a- im 
式 (7)ebe(ae - b)? + (b° = ас) (а = e)! + ab(b - c)! = 0 

用 a = e+a+B, = e+a 代 人 上 式 左 边 ,并 整理 ,得 

(а? + )e + (Go? - В + 2028) с + a (a +p)? + (а +B) > 0 (Ж) 
因为 c > 有 
所 以 (а? + 8) с + (За? - В + 202В) с > (4a + 202В)с >0 
HAROK) BIL. 


E ж) 是 非 对 称 式 不 等 式 ,但 由 于 在 o>8 REF, FS 


° >b S k, RIRE a > b > с 情况 下 式 (7) 成 立即 可 . 

例 8 〈 自 创 是 ,2000. 07. 21) 设 m ,2,,25,a,0, € 及 ,maxla ,avos ,at， 
asl = a, minla;,a;,2,,0,,a,] = аз, 

5X2 - (У а)" < 6(a - as)? (8) 

Жа > a, > a, > a, > а,,ЙЩН{Д a, = а, = а,0, = а, а = а, 
в, = а, = as 时 , 式 (8) 取 等 号 . 

证 Жа ma 2a >а, >а,,а = as +a + ay + ay + Gu, = 
а, +a, + a, +ауау = as +a; + 5,0, = а, + 0,,0,0,,0,0, ЄК, 
Gm 7a)! - [SZ a - CE) = 60а 70)! = X, (7a) = 
Glar +о, +o £a) - [о] + جه‎ eoi tat + (a +a)? + (as + a)! + 
(a +a)? + (а, + a, + a)! + (a + ay + a4)" + (а, + a, + os + a) °] = 
S(e + a, + ay + e.) - (Зай + 502 + 503 + 30 + 40,0 + 
20а; + база; + 205a, + 4аза,) = 


Primary Inequality Proof 


2a} + 2o] + боца, + Baa, + 100,0, + daa, + Ваза, + база, 20 
即 式 (8) 成 立 ,由 上 式 取 等 号 条 件 =o = а, = 0 或 m = m = a, = 0 知 式 
(8) 取 等 号 条 件 . 
Ë ”更 一 般 地 有 以 下 问题 
йа, € Ri = 1,2, ,n,maxla; (0),7,9,] = a, min| a, ‚еа, = 
2, JU 
D HP <H ay (9) 


2001 年 8 Н 5 日 ,笔者 在 深圳 亚 迪 中 学 “全 国 高 中 数学 奥林匹克 协作 学 校 
MIELIE” 为 学 生 讲课 时 ,提出 了 以 上 问题 后 ,中 国人 民 大 学 附属 中 学 李 
超 , 林 博 两 位 同学 给 出 了 解答 ,下 面 是 他 们 的 证 明 . 

首先 证 明 以 下 两 个 引 理 . 

引 理 1 MURS, 为 非 负 实数 ,那么 (zy +), x эл] + 
а} жес жа] RAP COE ND. 

31802 Eas, a, 是 非 负 实数 , 且 maxial = a, min lal =а,, 
则 对 于 + = 1,2,…,n - 1, 如 下 不 等 式 成 立 , 即 


Ye, - a)? < min|t,n (а -а,)* 


证 (1) m: < [+], n -上 将 所 有 形 如 (o - ain)? RTR i 
:的 余数 分 为 如 下 :类 :4, = l(a, =a, l i =r (тойт), 1 si sn =e} (其 
中 "+ = 1,2,…,t, 并 且 规 定 每 个 4 为 可 重 集 ). 

对 于 每 个 4, 有 

У х = (а,-а„„)* + (а аа) ++ + (аали osa S 
«Єл, 
[(a, 7 apu) + Ca, а) +… + Casas аа) = 
《这 一 步 用 引 理 1) 
(a, = 2,4)! < (a, 7 a,)° 
其 中 上 上 为 使 r+ kt < n 的 最 大 整数 . 
(2) BRI [2] Rio nct Mi = 1,2,0, (a; = aiu)? < 
(a, -а,)? ,所 以 
Ў (а-а) < (л -0(а cu 
引 理 2 得 证 , 
下 面 证 明 式 (9). 我 们 将 对 n 的 奇偶 性 分 类 讨论 : 
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(1) 当 n = 2k(k € Z) 时 , 则 
„бере = E o XO al < 
a 


in|t,2k - t| * (a, -а,)?) = 


(831382) 
[1+2+ + (k =1) +k+(k-1) & +2 +1] * (a 7a)! = 


# (a, -а,)? 2E. (a -a,) = 
ام ل‎ a >A) 
(2) Xin =2k+1(k € Z) В}, А] 


à а ana 
(< 


X Саак +1 - + (a, -а,)?] = 


( 据 引 理 2) 
[1524 (k =1) +k +k + (k =1) +…+2+1 (a а) = 


kk &1) * (a, e а)? = 
1 HED ea, - a) 
综合 以 上 两 方面 , 式 (9) ЯНЕ. 
a 
式 (9) FARKI 


(DEC) pets 这 是 由 于 , R o, = 
ay = agp = аа = … = a, = 0 时 ,不 难 验证 式 (9) 中 的 等 号 成 立 , 因 
此 式 (9) 中 的 系数 [二 二 上 + HEDY жнын. 

9/9 (ЕЕЕ, 1991. 08.09) 在 ДАВС 中 ,三 边 长 为 a,b,c, 则 

ab? + bc! + са? > 3abc +21 (b - c)(e - a) (a - b) | (10) 

当 且 仅 当 ДАВС 为 正三 角形 时 , 式 (10) 取 等 号 

证 #azb>c W 

аЬ + be + са – (а + be + са?) = (a-b)(b-c)(a-c) >0 
因此 ,要 证 式 (10) ,我 们 只 需 证 在 o > b > “情况 下 成 立即 可 . 

а= с+а +B,b =c+a, fic > B,a,B ER-, 则 

ab? + bc! + са? -3abc - 21 (b - c)(c- a)(a- b)! = 


4 
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H Eal- e)? -5(a =b) -e)(a -e)] = 


(а +®)(®-е)# + 2b(a - B) (8 - e) *(b*c)(a-b) - 
5(a-b)(b-c)(a-c)] = 
XL Gc +2а +В) ай + (20 + 28)ой + (20 + a)p - SaB(a + 8)] = 


с(а? +о8 +) + à? -àB - 2a > 

B(a! + og + 8) +o - dB - 208 = 

а -ag «P >0 
(Ж# a > B, RB > a а - og! +7 > 0). 

Ж “这 里 通过 比较 ob + Pe + ca 与 op + be + ca) {Еа > b > ce ft F 
大 小 ,从 而 又 可 变 为 在 a > b > 情况 下 证 明 原 命题 . 

例 10 (ВЕЛЕ, 1991. 08.08) ДАВС 为 非 钝 角 三 角形 ,三 边 长 为 a,6,c, 外 
接 贺 半径 为 ,内 切 加 半径 为 ", 则 

1-2 SEG DO - (2-91 a) 


P HOUR давс 为 正三 角形 时 , 式 (11) 取 等 号 . 
证 WambmeHaccktatf,bzcta,c > /2a8 *28 +B.a, 
BER, 
Ae (@ + оё +87) + (ag. +) „__3Зой(а +8) 


с(с+а)(с+а+В) с(с+а)(с+а+8)°” 
(aî + af + B')c + (208? +B) > 3aB(a + B) 
用 e > 2ай +287 +B 代 人 ,并 整理 得 到 
(а? + aB + B)c + (208° +) -3aB(a +8) > 
(а? + aB + )( /2aB «28. + B) + 208° + 8 -3aB(a + B) = 
ба? + af +7) „ов +287 -B - B) = 
Мав + 2F [ (a? + of + 7) - 2 (a - B) YBa *B)1 
由 此 知 , 要 证 式 (11) ,只 要 证 
а + af +? > (а - B) /B(a +В) 
ща < B 时 ,上 式 显然 成 立 ; 
Ж а > 有 时 ,又 只 要 证 两 边 平方 后 的 式 子 成 立 . 这 时 
(а? + af +7)? -2(« - B)'(aB +P) = a + 5а? +408 -B' 0 
ж HEAR 


t > (22 +11 (a - D -o(-91 (2) 
当 且 仅 当 a = b = свў, (12) 取 等 号 . 
由 上 证 明知 ,这 时 有 

(a! + af + )e «2a +В - (2/2 + 1)a8(a +В) > 

(а? + ов + B) IaB + 3F +В) +208 +В - (20 + 1)o(a +В) = 

(а? + of +?) /2о8 «28. + B(a +В) + B(of +B) - (22 + Daf(a +В) = 
Ae +A. Jarh P) +a +38 - (22 +1)а] > 

(в (DUO +2 a*B*B)*a«28- (22 +1)а) 

(ов + B) (2a + a +28 - (22 +1)а] = 


2008 + F)B > 0 
9111 (АЛЕ, 1991. 08. 15) AABC =k a,b,c, | 


ab” + b? + са? > 3abc + (1 Nu - e) (13) 


当 且 仅 当 a = b = e 或 退化 A4BC 三 边 比 为 (V3 +1): 3: 1 时 , 式 (13) RF 
号 . 
证 #az>b>c,Ëlj ah + be + a > abî + be + ca , E. 
b(a - с)? = а(&-с)*, b(a - с)? > e(a – Б)? 
因此 ,要 证 式 (13) ,只 需 证 在 o > b > c 情况 下 成 立即 可 . 
а = с+а+В,Ь = с+а,с 2 В,а,В ЄК”, 
ab? + be” + са - 3abc = (а? + aB + Ê )e + a^ (a +B) 


x 
(а? + af +E )e + (a +В) _ (aî + af + F)B + (a +В) _ 
с+а а +В 
" 
+m +B) 
所 以 


(а? + ag + ')e «d (a +В) „о? +208 + af +В _ 
(с+а)(а +B) (e +8)" 


E ЧЕ 
(а +8)” (а +8)? 


ES 1 a 
БЕРҮҮ tarp 2E 


B b узу e EL (Вур 
[gy G egi "(сеа tts c ym 
agn con - Có > 


1 

2 
l.i. 
TD 


2 2 
(eî + ов + )e + (a +8) 1.2. 
4x 


ий (с +а)(а +É) 


即 得 式 (13)- 
#12 t ДАВС 中 ,三 边 长 为 as,b,c, 则 
(14) 


(A-1) + (E -1) +ё(@-1) >0 


当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 , 式 (14) 取 等 号 . 


证 因为 
ab Pc Qa (a be ca 
ou ta ry tu pr 
l1,,2P ра gd, ob Pe dé. 
We tac pir rurale 


Xt. -50-9G-9 
所 以 只 要 证 在 a > c > b 情况 下 式 (14) 成 立即 可 . 又 
act- ETE -1) = 
(a -c)( =e) «P -a)(e- a) + (e = b)(a -b) = 
ре - a) (e =a) +ёа(с-5)(а - b) жаа = e)(b = e)] 
由 此 知 , 要 证 式 (14) 成 立 , 只 需 证 
belb - a)(e = a) ca(e - b) (a - b) *a'b(a - e) (b - e) > 0 (38) 


MamcmbBhüasbtatf,e =b + a,b 2 Bag ERM 


OK) 左边 = b"(b + а)В(а +B) + (b +a)’ (b + a + B)a(a +B) = 
(b +a +B)?’ -bap =b (а? +a +p) + 
B (a + За?В) + (За? +48 - аё?) + a (a +p)? > 
Ы (o? + af + В) + В(а? +3078) + За? +408 ~a] = 


b(3a* + Ta?B + до? + g') 20 


故 式 (14) йл. 
Ж ”本 题 参 见 第 九 章 "《ALGEBRAIC INEQUALITIES》 摘 录 ”,Chapter8 
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题 51. 
913. (美国 ,Pham Kim Hung) 设 a,5,c 是 三 角形 三 边 长 , 则 
25 Yer as) 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 , 式 (15) 取 竺 号. 
证 “由 于 当 a > > 时, 易 证 有 


rit 
因此 , 式 (15) 只 和 需 证 在 e > b > c 情况 下 成 立即 可 . 这 时 
Y eg 
XY» -X TX. 
У, 14а -2ь+ 20020). 
Xa. -Jas 
EXG-bao-w- 
dz Eee - (a =b)? 


用 增 量 比较 法 , 设 = c + a +B,b = c+ aap CR BEY cla - 


b)(a - b) 20. 
例 14 (20888,2007. 07.24) Xa, b c 为 满足 +b +c = 1 的 正 数 ,t > 
一 -一 , 则 
16/2 + 13 
ta +b b? +e tèta t+3 
bre eva tarb? 2 (15 


E RUG) 经 变换 后 等 价 于 
EG*90-90). (a-8)(c-B)(a = c) 
peso “> 2F+ © 
t- Y (b +c)(b - c) > (a - b)(c - Б) (а - e) 
由 此 可 知 当 a > b > chj 可 为 任意 正 数 . 因此 ,我 们 只 需求 在 a > c > b 
情况 下 , 式 (16) 成 立 . 此 时 式 (16) 又 可 写作 
LOr- р 
(a-b(e-bla-e) ¢ 


由 此 , 先 求 
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Prir т lity Proof 
=c)’ (a+c) + (c - b)*(e +b) + (a – b)'(a +b) 
да) = (zt T Оу 
的 最 小 值 en 
由 a >с >, а = b +a +B,c =b + a,a,B ЄК”, 


E25 + 2а +B) + a (25 + a) + (а + B)' (26 +a +B) 
f(a,b,e) = apla +В) 2 


Ba +В) «o! + (а +В)? 
apla + В) 


+< = x, 则 上 式 可 化 为 求 函数 
PEEL +) +1( 3 11,2, 2 


sz «(x +1) xxl 


的 最 小 值 . 
引入 非 负 参数 Au, 且 A +u = 2, 则 
gla) = +) +1) + S cud REX +2 cul 


х+1 
这 时 取 等 号 条 件 为 


` 


hz = 2. 
E 
щ«+1) = 27 
А+и=2 
由 上 消去 和 ,u, 得 到 
Раа 
# (+10) 
Bp 
1 ә 
Fr” Ф 


现在 ,我 们 来 求解 方程 中 Wik, QE = sin a, 17 = cos aa € (Z, 


Т) (注意 这 时 sin a > cos a > 0) ,于 是 
1 1 1 


= lesin a — соза = sin acos a 


ES 


— ki md T 
sina cosa cosa sina 


4 sin a — соза = p, B| sin acos a = LÀ at, enl 


解 得 p = YZ - 1, BI sin a - cos а = віп acos a = /2 - 1, 由 此 易 求 得 
sina = 2214520 -1 
2 


- 2 +1 + 422-1 


соза = 5 
1 42-1422 -1 
х 


1 2 +1+ -1 


x+1 ` 2 
于 是 ,可 取 参数 人 = 2; = (2-1) AF -1+1,и=1-(1-1) 0-1, 
这 时 


2 -一 一 一 一 +1+ 


x*l £2 -1+ AR -1 
GE -1 + 422 -1) &(- +1 + AE -1) = 


жоп? "С 
Fresa 


381-43 aig +1= 
Q2 «0(/22 -1-4/2«1) «2/22 -1 +1 = 


[GO dus. =2:+1+2 + 


( +3) J22 -1 = 
16/2 +13 
故 只 需 
Vi65 +13 >L 
m 1 
ША +13 


由 上 面 求解 过 程 还 不 难得 到 式 (16) , 当 : = 


0 


PEN E E PO PE N LAR 
3 a 
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ea BÍ. 22 -1 + the = 0: Ra +b +e =1, Hf 
М -1 +2 o 1 

„b = 0. 54 时 , 取 等 号 条 件 为 a =b = c = 

2 Ле тз ° ° 


T жин. 
注 ABHEWIST SHERE) CAE) 2008 年 第 1 期 , 杨 学 校 文 :一 
个 不 等 式 的 最 佳 系数 ”. 
$615 设 a,b,c € RRE 
(аё + P eg) > 3(ab + be + са) (17) 
MAN a = Б = c; 或 a: bi: e = s Эл: sin 27. sinî RD: e: a = 


ELI sin 也 ;或 ct a: b= si 32. sinî 28: sim 子 时 , 式 (17) 取 
等 号 . 
证 一 由 


ab + b'e + а - (abî + be + са?) = (a +b + с) (а -b)(b -e)(a = c) 
д, a > b > сві, ab + с + ca > ab) + bc + co ,因此 ,要 证 式 (17) ,只 
需 证 a > b = c 时 成 立即 可 . 

Ha = c+a+B,b =c+a,a,B ER-, 则 
(Zd) -35b = [(e+a+B)' + (e +a)? +] - 
З[(с+а *B)' (e +a) + (c +a) e + (e +a + 8)] = 
(о? + af + 82) с + (а? - 38 - 2aff + ?)с + 
(a - a8 - FÊ «ag! + B) 


Де) = (aî + af + В) с + (а? - За?В -2aff + @)с + 
(a -aB - ^B «ag! + B) 
今 证 Ke) > 0. 
#a = B = 0./(e) = 0. 
车 a,p 不 全 为 零 , 则 ftc) 为 e 的 二 次 函数 , 且 o + о8 + F > 0, 又 其 判别 
式 
A = (а? - 348 - 208° + 8)? - 
Ala + af + B) (a* - ap- В «af «B') = 
- 3(a* + 2a? – 3 Ê – бо? + 26? B' + 4a + g^) = 
-3( + dB - 208 - g)! «0 
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因此 ,Ke) > 0. 故 式 (17) 成 立 . 
由 上 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 a = В =0, а =b = c 时 , 式 (17) 取 等 号 ;除外 ， 
等 号 成 立 , 当 且 仅 当 
ре + af + £)c + а? - 308 - 2ав +? = 0 
а? + В - 208 - В = 0 
Fla =b -c,B =a-b 代 入 上 式 , 并 整理 , 即 得 当 a >b > с, В 


Ee =0 Ф 
-Za + Уа +2 F abî - бае = 0 Qo 

ARD, a = tsin? 27a = sin? e = tsin? ЖЧ > 0). 

综 上 , 式 (17) 取 等 号 条 件 为 当 且 仅 当 a =b = сас bi e = sim E: 
sin? ZE: sin? T agb: et a = sin? HE: sin? TE: si? E age: a: b = sin? HE: 
ain 22: sin T. 

证 二 ”由 于 


(Fa)? -3F аъ = Уа +25 88 -3Y ab = 
(Ya - X62) 3C X88 - Fate) -3( F ab - Уа) = 
LEG-OY +Y (аё + ae = 20e)" = Y -)(ab + ae = 2e) = 


FEO - - ab - ac + 2e)? >0 
故 式 (17) RE 
证 三 “由 于 
«X4 - Xtot( X2» -3 Sob] = 
(Fa -S Fab +4 F ab)? + 
3( Fa - Fah - 2F ab" + бар)? > 0 
x Zo- X20 
BRO) 成 立 , 
Ж 1. 本 题目 来 源 于 Tran phuong( 越 南 ) 著 《Diamonds In Mathematical 
Inequalities》 一 书 ,证 二 ,证 三 是 原 书 给 出 的 证 明 . 
2. 原 书 没有 给 出 取 等 号 条 件 的 证 明 . 我 们 给 出 证 明 如 下 
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imary Inequality Proof 


Gin! SE + sint ŽE Lait 


т 
7 


3Csin Hsin? ж + sint had F+ sinf sit 3T) 


今 证 如 下 


2C. = cos E)? + (1 - cos $5)? + (1 - cos (°7 - 


7 
(BER cosa = (1 + cos 2a)) 


LS NE" 
9 -3(соз T + cos + cos 


12 ~ Dcos Teos eos 3T - 


12sin Foos Feos Лео $T 
2+ 一 /一 一 ?一 7 - 


因此 


T T 
int E + sint east T)? „Н [o] 
另外 ,由 于 

Знае gin? 2F ui IN F + sint Feim SE 


Га = cos Sy - cos $5) + (1 = cos Ey (1c cos? 2e 


1 
a - eos Ty - eos m] - 


CIERVA собо = (cos За +3сов a) JE сога ТО + cos 2а)) 


ёе LII + e0 бт) 


7 
fag (1 + cos Zoos eos E) = 
PM 
э, sin Feos Feos бсо E А 
T com =S Sy E 
PE 


63 1 441 
32178) "2% 
即 有 


2л, A 
7 sin* z + sin* sin 


Isin" льш? ZE + sin 
由 式 @,@ 即 得 证 . 
0116 а,Ь,с ERRE 


Xi (18) 


За +b + с 


HANM a = b = c 时, 式 (18) 取 等 号 . 
证 


2 m. 


E ® 


Же ی کت‎ perc 
У урур" =E 7 за? LIS 

Ly 500-6)? +3 °) азба) 
10 3a +b +e 

ly 50-9 

BZ 


p 
За + + +E ргә жа? 3 


+а? p 


"n 5 6(b +e)* Е 
10 Z з уу # GF +e +) Ge 7 a 506-9 


5 u 6( + с)? 
За? +b + ى‎ (38 + +а?) (32 +а +) 
A 5 8 6(e +a)? 
3) + e +а* (Зо жа +0) (30 + + el) 
5 T 6(а +b)? 
36 +a +} (3a +P 0) (3 + e +a) 


з. = 


于 是 ,只 需 证 
s (b - c) *s(a-c)! +s, (a-b) >0 Ф 

由 对 称 性 ， و‎ 
[30 +0 +e Gera у_ 
^ 30 +e +a 5(3 +а ey) 

2(a* e È *12ac -56 -98.] _ 
За? rera 3 у + ات‎ 711% 3(30 ra ey) 1} 
[e > BD _а° + Iac - 5 - 98 
ЗР +e +a 5(30 +a +) 


[ Ci а + I2ae — 155 -92 ЖШ 
3 +a +b SG жа +B) ` 


as 


За? rd 


За? wu 


За? LET. 


BARRIE 
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2a - Зе)? 
(За? +b + 7) (30 + a +) 
5 ы 6(a +b)? » 
3e +a +b (За P к) (З +e +a?) 
5 petite CER? j. 
3a tb +e 38 жа +h 5)30 +C - а?) 


>0 


= 


5 d - а? + I2ab - SÈ - 9 
re ++ 30 + клу ЛП” 
5 {2(@-) d + 122b - 50 - 9 
rre Зо +a +b SP + жа?) 
ج ]ب‎ _ +120 - sé 9 
за? TET 3 + +a 5(3 + ra) 
2a-30) 
(За? +} + с) (32? + с + а?) 


J> 


20 


x 
5 6(b +e)? 
За +b +e (3F +e + a?) (3e + a +B) * 
5 6(c +a)? ك‎ 
З +e +a (30 жа +) (За + +e) ` 
1__S +e + P) _ 60 е)? 
3F +a a За +0 +0 3 +e +a 
530 +e +) _ 6(e +a)? 
ЗК + Ce + ed 
1 EM = a° + Sb? +90 - 12a. 
30 + W^ Wreta За e + 
Да? + 4b + 182 ~ 12be - 12са _ 
(3e жа? +) (За +P +) 7 
(注意 到 5a? - bî +9 - 12be > 4 +9 - 12be = (2b - X)! > 0) 
(2a - 3e)? + (2b - 3e)? 7 
(3e + a + 07) (За? + bî ed) 


= 


+ 


)> 


于 是 
ROEM > s, (b - c)? +з,(а-с)* > (s, +31) (6-с)? 20 
即 式 QD 成 立 ,从 而 式 (18) йз. 
ж ROS) 经 去 分 母 变 为 整 式 不 等 式 后 ,也 可 以 用 第 4 章 “ 运 用 基本 不 等 
式 证 明 不 等 式 ”的 最 后 “附录 ”中 提供 的 方法 来 证 明 . 
例 17 (Ngugen Van Thach) i a,b,c > 0, 求 证 


,a x E 
人 + 人 > 5 (19) 


当 且 仅 当 a = = c 时 , 式 (19) 取 等 号 . 


证 
^ 9 a* 
хое J f o2 ©! > Eso 
(QE Eg cad) 2X (Ê + be -2ab) > 
n 
ex -3 0?) + (2a? -2Y5)e 
E 
4 руза c(a - b)? 
Ур 106-0) +2, 9t» 
33 (а * b) (a - b)? 
Fa + X(a-bye 
s,(b ~e)? *s(c-af*s(a-b >0 Ф 
其 中 
з, = 620, 2а З(Ь + 
"gtetb o day ET: 
„= S25, 28 _ ena) 
un a c a+ + 
s =% 2а, 2с _ 3(a + Б)? 
бтр ааыа 


由 于 当 a >b > c >0 时 ， 
F 2.2 qd, P e 
otote allie E 


b 
da +b +e)(a - B) -e)la -e)] > 0 
因此 ,只 和 需 证 当 a > b >с > 0 时 式 (19) 成 立即 可 , 即 证 在 a > b > c > 0 时 式 


Ф йз, 
a i 
ЕУ 
° c b a +b +e 
_ 3) же)? . 
$-m.p.go CHE >c >0) 
Sa? + 28 + 28 - 66е > 
ry 
3(b- c Lo 
a +0 + 


以 下 再 分 两 种 情况 证 明 式 Ф. 
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DE 
b-cma-bm0e2(b-c) 2 (a-c) 20 620 > a +c 
TR 
ё È da E 2с 3(a + b)? +3(b + с)? 
АА АЕ ЫГЫ + >” 
Hati) +3 b +c)? 
ЫРУ, dejado +” 
(EBA a >b >c >0) 
_ 3(4 +b) + (6с)? _ 
10 deja 
Та? + 402 + 70 – 6ab – 6be _ 
aQ + + م‎ И 
3(a - b)! + 3(b - c)! «2(a! – b) «2a! +40 30 
ن + ي‎ + 


s td -®+% 


(注意 fab > 0) 
а, 8, 106 _ 3(4 e + 12(e +a)? > 
с a +b +e 


а+с 4c 2a | 8с, 2b 
таса E. 


4(a +e) 3(b*c)! +12(с+а)? _ 
c a + +e 5 
(ЖЖ 2b > a +c > 0) 
а 42 (2,0), (2а 
с? tU to * бу 
4c | 4а NUM vs 
GQUOttta ГЕТЕ т 
3(b + с)? + (e + a)? 
2+2+6+8+4- P PPA ERES 
3(b +e) + 12(e +a 
LATET 
10a? + 19 + 7c -6bc -24ac _ 
ETE 7 
12(a - c) + 248 - d^) + (ПИ = Se - 6be) > 
deje 
(EEA 2b >a +c >a > 0,6 > c >0) 
É ل‎ 4а, 


E +2), 


22 - 


3(b +e)? +12(с+а)? +3. ab). 
aQ +b + 


3 
a+c)? 4c 4a ‚65 , 2) +e) , 10e _ 

bte с а 
3(b + с)? + 12(с+а)? +3(а +)? _ 


аё +В + 


《注意 有 25 = a +e >0) 
2 2 


4a 4b 4с, | USES 
i «de 9 + +) (+ 
З +e)? +12(e a) +3(а +b)? > 
“++ 
a 
542412424442- (Ë e + 12(e +a)? +3(a +b) 
a +b? +e 
от 305 +0)? +12) +а)? +3) tb)? _ 
a +b +e 
12a +200 + 22 ¬ 6be – 24ас -6ab _ 
a +P + 
12(а - с)? +3(Ф-е)# +3(а-5)* + 3)48 - ай) +I- A) y 
ГЕТЕ 


0 
(注意 有 2 >a +c >a >0, >¢ >0). 
由 以 上 结果 ,我 们 可 以 得 到 : 
а) #s, >0, 
Fald - 6)? 240-0 + s,(a - b)? > 
(з. +s.) (a-b) >0 
(EEA s, > 0 -c> a -b >0) 
b) is, 50,5, > 0, 则 
У, (6-с)? > s,(b - с)? +s la- с) > 
lea = tsa = e? - 
(注意 有 2(b -ce) 2a-cz0) 
Тона) (а = 0)? = 
0 
c) is, «0,5, <0, 则 
Xs,(b =e)? > (s, +3) (6-с) +s (a - e)! > 
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QEXHb-cma-b20,,*0) 
4G +s.) (a =e)" «(7o = 
QGER2(b-c)za-c20) 
d +4 +s)(a =e)" >0 


й) #a-b>b -c >0,ma +e >25 > 0,10 


KO =a, 3(a +b)". 


tita +P + 
BEDA SC) HERK, RIDERA) > 0. 


Ma > 2b > 0 时 ,有 
А 
Ko) 9f = S 2 gE > 
в _ 3(a +b)° 
d eb + 
Sa? +50 =6ab > 
a. 
0 


当 26>a>b>0 时 ,由 e+c>25>0, 即 c>25-a>0, 有 


EE 3(4 +b)? 
ЖӨ SIRS st Eg T 


2 - 10020 + 204 - ur 2208 — 
al (2а? +5 - 4ab) 


2а (а - b)? +4а'а - 4)! + (Па? - 290b + 208°) 
al (2а? + 58? - 4ab) 


D 


0 
由 以 上 结果 ,我 们 可 以 得 到 : 
d) 若 % 20,1 s, 20,5, > 0 知 


У, :.06-с) 20 
е) 若 % <0, 我 们 先 计算 s。+25, 20,3, +2, 20/8 
م م م م چ ود و‎ Ela te)? +30 + e) 
асо 


а? ded 
a ay oa. E e - 1-1 + 
8b 28 Sartro > 


c a +b + 
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2 2 
8e, 8b,2a 4 Glate)? +300 + 


ate а +b ко 
6(a + c)! € 3(b +e)? 

378 x8x2-3- ETT s > 
12 -la +e)? +306 +e)” „ 

ГЕТЕ 
ба? +9 +32 = 12а - 66е > 

a +b +e 
ба? +3b +90 - 12ae = 6be _ 

a + ا‎ + 


GER > с >0) 
6(a - c) +3(b - с)? 
СЕКСА ze 
20 | 6c | 4b E. _6( Du 3(a ) 


e E A 
a b e 8 
6(a +c)! +3 а +)? ے‎ 


LET 
Gf «e , К 60а +6)? +3) eB) > 
LETT 


зва «6 A a +)? +3(а + b)? 


Q +P + 
Sa + e + 3(4 +b)? _ 
13.6 - 
š ё +0 +0 
4. ба? + 10. " +7.60 - 12ас - 6ab _ 
+ +0 p 


4. ба? — ба(2е +b) + 10.66 +7.6c _ 


a +b + 


n 
46(a - e оё - 36bc 


>0 


(注意 有 4 > c >0). 
由 以 上 结果 ,可 以 得 到 
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Primary Inequality Proof 


Xs0-o0! 20-0 +а[(а-%) + (6-0) *x(a-B > 
ЗЬ е)? +2s,[ (a 8)! + (b - e)2] (a - B)! = 
《注意 到 所 设 条 件 a < 0) 
Csa 825) (b - c)! + (2s, +3,) (a- b) > 
0 

综 上 , 式 Q 成 立 , 即 式 (19) 获 证 由 上 证 明知 , 当 且 仅 当 。 = b = < 时 , 式 

(19) 833. 
Ë 1 由 式 (19) янв + Ê + Û > VES. 
2. 由 本 全 的 式 (19) 与 本 章 的 例 15 的 式 (17) РГЕ ЖЕНЕ 


3. ЖЕЗ А (Diamonds In Mathematical Inequalities) (Tran Phuong Ж), 
原 书证 明 有 误 ,笔者 作 了 补充 与 修正 . 


放 缩 法 证 明 不 等 式 


ім 


du 


在 不 等 的 证 盟 方法 中 ， “ 放 缩 法 " 是 最 常见 的 一 种 方 
法 . 它 的 “难点 ”就 在 放 缩 的 尺度 的 把 握 上 , 常常 我 们 会 遇 到 这 
种 情况 :一 个 不 难 的 不 等 式 ,被 多 次 放 缩 后 呈现 的 不 等 式 却 同 原 
不 等 式 面目 全 非 . 经 验 告诉 我 们 ,有 些 不 等 式 的 证 明 往 往 较 经 放 
缩 后 的 “ 强 ” 不 等 式 的 证 明 更 难 . 还 有 一 些 不 等 式 经 放 缩 后 成 了 
等 式 (理想 状态 ). 至 于 放 缩 的 尺度 如 何 把握 , 就 只 能 因 题 而 异 
了 ,有 时 ,可 以 用 赋值 法 加 以 比较 ,了 解放 缩 前 后 式 子 在 特殊 值 
情况 下 的 变化 ,从 而 判定 其 放 缩 是 否 过 了 “ 度 ”. 
例 1 ааа, E[0,1] ,求证 
a, 
arrari TAN AM 
(1 - a,)(1 72)(172) <1 a) 
МАО а, ,а, „а, 中 有 两 个 为 零 , 另 一 个 为 [0,1] 中 的 任意 数 ， 
或 者 当 a, ,aa ,os 不 全 为 零 且 不 为 零 的 数 都 等 于 1 时 , 式 (1) 取 
¥8. 
iE RO) 左边 是 关于 a, 0,a, 的 对 称 式 ,不 妨 设 0 < 
a, а, < a, <1, 则 


Primary inequality Proof 


а в, 
式 (1) Eis E ETEA -a)l -a) < 


а tata (а +a *1)(1-a)(1-2)(1-4) 


a, +а +1 a, + a, +1 

m ta ta .Ч+а)а +а) (1-а) (1-а) (1 те) ے‎ 
a +a +1 * а +a, +1 

atata, (а-а) بے‎ 

а +а +l $ а +а +1 


atata (1-a) 
a +a +1 ` a, +a, +1 


Ж “本题 可 推广 到 ”元 情况 . 


=1 


Bx, € [0,11(i = 1,2, n) іа = Xen 


Xni -+ Да-а <1 
HERR на + ay + +a, < (1+0) (1 +а) (0 +a). 
#2 B xn > 0p, -z > 0,5; - > 0,у,,у, € RRE 


8 1 1 
GG FD) = Ga Fa mn -a 


инн ^ta 1 时 , 式 (2) 取 等 号 
证 
(ж tx) +n) - G 8x) = (Van -4 + зу, =4)? + 


L Ben -A -/ өз =4) + 


(nan -A + ъз = 4)? > 
A y, -а ‘үу = 2 
SG», - 3) Gs, ~ 3) 

(an =F) + (ту, = 3) 


Q) 


H 
&h-n 


由 此 即 得 式 (2). 
Æ 1. 此 证 法 可 将 式 (2) 推广 为 ; 
BAI zy, € Rya = d > 0, € R,i = 12,0, 
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НЕЯ FINE R =k 
GG ED n e 
当 目 仅 当 = s res = 1 е = yan = n = = es ORO R 
#9. 
注意 到 这 时 有 


PEDA Èn- Èo = (BVT + 


Efe 0) - -T+ 
X. 1 


[NE - Jay > 
5 


we У 


(Ba > 


"E 


2. 2006 #F8 H 23 H УУЛ Л шыл шс ы 


作 如 下 推广 . 
xn yuyan on € RI uos € R, Науа =w > булуу; = м >0， 
则 
16 1 1 
4 
П +) (uw rwy)? ала - aet cd e 
МЕ я 2x, = Yan = nae, = 全 时 , 式 (4) REB. 
证 ФШ = ауа -wa = хуз cus لالر‎ 
式 (4) 右边 22 |5 
Aus 
因此 ,要 证 式 (4) ,只 要 证 
IIC +5) > (о +w)? + 8 uia (ж) 
这 时 ,由 于 


TIG +=) > (aya + Yaa)" = (u +w e жэй)? = 
u жай eu ew) +3 G wi) Qi +) + 
3 VO + wi) (us *w) > 
ul жай +u) жий +3ulu, Sube, + Зшш +3шш = 
(u, +)? + (w, +)? > 
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Bu + (w, +w)’ 
Rt, RO) 成 立 . 
若 应 用 不 等 式 
(Fe) +(e)! > {у (e + 
JUP a b, € R^ ,i = 1,2,…,n, 则 上 述 证 法 又 可 以 将 式 (4) 推广 为 : 
LIP ara € R'a wy € R, В хохад -wt > 0, 
Zata - w > 0, 
27" 1 1 
По +) = (uy +e) < ааа cup арар сы} (5) 
ШМНЩ za = rata = азуу = xay, = u, 时 , 式 (5) MEE. 
3. 2006 年 8 月 23 日 由 华南 师 大 附中 朱 修 能 同学 也 证 明了 式 (3)n 元 推广 
情况 . 
E xay, > 0,xy, -2 > 0,2 Є R,i = 1,2,…,n, 则 


п? 1 


证 
(Es: En CE Xl RUE Va? (Es). 
Xin EOS L(V Ca. 


H 
Y CAF NCAT 
[n+ ТТС ы» D ПС Cao]: 


I T I 
"IICA e HG 72) 7 


n 
例 3 在 A4BC 中 ,证 明 


(Esing? > y ina (6) 


E PABBI Z - 4 等 ,证 明 式 (6) 变 为 去 证 
( cos 4)? > y snz 
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其 中 ,4,B,C 为 锐角 AABC 三 内 角 . 这 时 
(E cos 4)? >H J cos y = £a ea Tei 4) = 
2deleappeiysdIpals 
26JJsin4> 
B y лаза 


Ë 本题 为 (中 学 教研 (数学 )》( 浙 江 ) ‚1993 年 第 3 期 “难题 征 解 " 栏 中 题 
44 ,此 后 由 杨 学 枝 提供 了 解答 . 
#4 ( 自 创 题 ,1992,03,25) 设 E,F 分 别 是 AABC 以 4 为 端点 的 射线 4C， 
АВ 上 的 任意 两 个 点 , 则 
ТАВ -ACI + AE - AF} >| ВЕ - CFI (7) 
HAM AB = AC B AE = AF 时 , 式 (7) 取 等 号 . 
iE FRAC > 4B( 图 1). 在 4C 上 取 点 
О, AD = AB. 在 AB( 或 延长 线 ) 上 取 点 6, 使 
АС = AE, J 
ТАВ - AC| +1 AE -AF| =| CDI +I ЕСІ > 
I CF - FDi +| FD - DGI > 
| СЕ - FD«FD-DGl- 
1 CF - DG! =! CF - BEI 
Ë 1. 本 例 可 参见 《中 学 教研 (数学 )》， 
1993 年 第 2 期 “难题 征 解 " 栏 , 杨 学 梳 对 这 一 问题 的 解答 中 提出 的 新 问题 . 
2. 车 E,F 分 别 取 AC,4B 中 点 ,有 
Im -ma< к-с! 
这 里 тут, 分 别 为 4C,4B 边 上 的 中 线 . 
Ж; BE,CF 分 别 为 LB, LC 平分 线 , 则 有 
lw, -wsls210-cl 
这 里 w ,ww 分 别 为 LB, ¿C 平分 线 . 
例 5 х,у: ERM 
رت‎ жу: + Px + عر‎ (e +y ez) (8) 
当 且 仅 当 * = у = z 或 * = 0,y = 2z 或 y = 0,z = 2530: = 0,5 =27 时 , 式 (8) 
取 等 号 , 
本 例 有 多 种 证 法 , 下 面 提供 的 一 种 十 分 简捷 的 证 法 . 


图 1 
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证 dixy ey reru (xy +y +n) = (x -y)(y -3) (x -2) ,可 知 ， 
Massy zi, Py + у: + x > xy +уг +z, 因 此 ,只 需 证 在 xz > y > : f 
况 下 式 (8) 成 立即 可 . 这 时 

у + уй: + x = у(х +z)? -i(x-y)y-: у(х +2) < 


4 ERIQERI ے‎ 
жоо + 2 ) = 


4, 3 
xc +y +z) 


Eo яшэу. y > 229. 295. y oy, 


它 与 式 (8) 形成 一 不 等 式 链 ,注意 其 用 处 . 
例 6 a,b,c ER ,求证 


1< Уу (9) 


а? Tro 


yx Sides 44 (10) 


MEM a = = c 时 , 式 (9) 取 等 号 ; 当 且 仅 当 a,5,c 中 有 一 个 为 零 ,另外 两 个 
相等 时 , 式 (10) 取 等 号 . 
证 由 


a а? а Erg 
Мотото? Хутану < yd 
易 证 得 . 


Ë ”以 上 不 等 式 右边 指数 2 与 可 用 待定 指数 方法 求 之 . 简 解 如 下 : 
i) 设 a 为 待定 指数 , 今 求 使 


а 
[Tr > a" +0" te o 
成 立时 а 的 取 值 , 即 
sk Des (a? + 0" + c)! 2 a"? [a + (b + c)]e 
Qa" (b° + с") + (b° + c)! -a(b + с) > 0 @ 
因为 2a"(" + e") + (b° +c")? = alat (n ec) 


所 以 要 证 式 ORERE 
Aat (b + с") 2a? ( + е) 20 
BE, TOS = 2a - 3,a = 2, 这 时 上 式 为 
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абаб + o") -alb + с)? > 00200 +0) > (b + P 
Bk RARE HRM a = 2 时 , 式 四 成 立 ,从 而 式 QD 也 成 立 . 
i) #в 为 待定 指数 , 今 求 使 


L4 E 
FI +A Na + (b+ e) 9 
成 立时 有 的 取 值 - 


X Gens + (8 + с)?] > (a° + + 
ае o 2493 (b + c)? - 24 (9 + P) - ( +07) 20 


418-3 = 0.8 = МЕНАФ ж 
2 +2( +e)" 2at( cb) - (BÊ + yt >0 
жи Extr, RR 
( +e)" > (bÊ +) 
салва HORA = 3 M @ Ra ATR O WRT 
BED Eun usns ERRE 


2 
a Ê > E TE FE FR ar) 
X. n 
MEDI ma = 5 = BROD WEG. 
E 因为 
x à 
2.2.5 + Gn tin edm e > өй +] +] +)! 
所 以 只 需 证 
(Ea 
Por "TR DAD. 
m (X3! > 4(айх, + айлу + aq nin" 


此 式 易 证 成 立 .事实 上 
(+ < GL +ú жа eie + + orm) = 
(X0 eno +) < 
(En 
WE is ER i=l, 
LES 


+2 + 
m s 


пуя a2) 


ШЕМ x, = z, = = а, 时 , 式 (12) 取 等 号 . 
3 n = S 时 的 证 明 见 第 七 章 “ 其 他 不 等 式 证 明 例子 ”中 例 28. 
例 8 设 x,y,z ER ,求证 
(Ух) 2852 X (13) 
当 且 仅 当 * = y = = 时 , 式 (13) RES. 
证 Ku = Jx, = Уу = zz, 则 


y z3uw 
于 是 
и? + 1620 = ш? + Ble +8loo > 3(u° + Blow 81e)? > 
3007 81! a) Эш) = 
Slo 
所 以 ш? > 81w(u' -2v) 
即 得 式 (13). 


P ”本 题 来 源 于 Vasile Cirtoaje , GM-A , 1 , 2003. (与 第 九 章 
“(ALGEBRAIC INEQUALITIES》 摘 录 "Chapterl 中 题 3 相同 ) 
例 9 〈 自 创 题 ,2007.07.15) 设 x,y,s € R°,MWl 


x(z + z) $ у( +y) " 
(у +:)(3х +y +2) ^ (2 жх) (25 +3y + 2) 
z(y +z 1 (14) 


ry) +2y +3) 2 
证 


Заб: +х)(3х + 2y +2) 
式 (14) жй = Y {Зу + 3а) (3x + у + 22) (3x + 2y 2) ” 


у, EG ta) Gs + A 


B(x tyta)’ 
9 了 +12 xy +9 F zy 18: 
8( Y) 
因此 ,要 证 式 (14) ,只 需 证 
9F +12 Fry? +9 Y y «18x 240,3) Ф 
R DEM -Hd = SF 3F ey -6y = 
2) X> - 3н) +3 E - Уау) = 
20У -3oz) +2 x(x -y) + Sys =)" > 
0 
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故 式 (14) 成 立 ， 原 命题 获 证 . 

Ж 在 解 题 中 ， 如 式 (14) 左边 第 一 项 分 子 分 母 同 乘 以 3r+?+2=， 拟 用 待定 
系数 法 确定 . 

例 10 x y ze mU 


x E z 
+ + 一 
x+y \y+z \z+x 


当 且 仅 当 x=y=z 时 ， 式 (15) 取 等 号 . 


证 kt Y oe» ss To» 
今 证 此 式 .由 以 下 两 次 放 缩 即 得 
Xx 3673 242 Yo 2 zx] 


эз у, XY soo» 
ro. «о>, 
x+y Ny IIo 

例 11( 自 创 题 ,2004.03.01) 设 a,b,ce R”, II 


4» a bc eii 


bec \(Ь+с\(с+а)(а+Ь) 


由 证 明 中 知 ， 有 


ы 


当 且 仅 当 a =b=c， 或 a,b,c 中 有 一 个 为 零 ， 其 余 两 个 相等 时 ， 式 16) 取 等 号 
证 应 用 柯 西 不 等 式 有 

2, Qu Y, Qo O 

bte 了 Je+o Уау (b+e) 


因此 ， 要 证 式 (16)， 只 要 证 
N I P NM 
(xay [I6*02 4Y;cX 6*0 
Xa за a’ -4Y bel 2 аа 125 be] à 
i) 当 4> bes ay «12» а, Оз, 


即 


an 


Primary Inequality Proof 
ji) (Za)? «4Y bct, фз = Da=1,s = Y bes, = abeys = 


M nom 只 要 证 


1 -3w -2w) 
2 (1-12， 


(1 +w)(1 - 2w)? 20 


Mk Ф йз. 
综 上 , 式 (16) 获 证 ,由 以 上 证 明 易 知 取 等 号 条 件 . 
例 12 (国家 集训 队 测试 试题 (三 ) ,2006. 3.22 上 午 8:30 一 12:30, 沈 阳 ) 


Жучу, BERA Yrs, = Lati 


Y Tol т 
GOLD SR a7) 
证 一 


(DCE 


Aedes ho. 
(ke. 
iet 
E M 
VEL [RE itx - 
i^ Liu 
PM 
Xét fs 


Фм = 7 网 y < Es = G PE Rm 


E ED E ED eT 


y -n(n + 1)y +п\/п > Оез 
(у-Уп)(у + ny - n) 20 ° 


Л =? 


XU x -- 


因为 


(y =n) <0 
y + Ry =n? «n«n-n' z2n-n «0 
所 以 式 CD 成 立 , 故 式 (17) 成 立 . 
证 二 (2006 年 8 月 24 日 ,笔者 在 华南 师 大 附中 授课 时 , 朱 修 能 同学 提供 ) 
条 件 同 原 例 , 另 有 0 <А < n, 则 


(m Es == 


(18) 


由 于 

М +) E: ها ۔‎ . у ر‎ Ж 
Gi2.ya-DnLlo 
ED 2. (a - Y 1520 


: ig 
因此 , 令 
Xn 
он O- E r ° ж. fE тч, 
E mE ® 
хау пуу күк” HaMUG) = (па) 


EO +A) Rex 


为 开口 向 下 抛物 线 ,对称 轴 为 * = 2 mM A € (0,n] Rf, dt. > Bit, 


Miele EAD) in 


[n(n + À. п? Ë 
rota < fh) E. 


ЖА = 1, 即 为 原 例 12 中 式 (17). 
例 13 设 x,y,z > - 1, 证 明 


22 (19) 


MAMM a = y = z = 1 时 , 式 (19) KES. 


数学 奥林匹克 


不 等 式 研究 64 


dE BI+ =u, +y =e, +Z = w. 


HFO <+ y+ < 2+0 <1 +24 <6 + u0 <1 + «+ < 
ә 2 2 


E + o, FH, RENE uou 证 明 


š $ 
Tt wid uen? on 


由 柯 西 不 等 式 ,有 
[u(o &2u) +e(w + 2u) + ми +26)] ° 
ñ 


u v ш? 
Сету + е ау + wu 6217 
(u + + w)? 
X u(o+2w) &v(w +2u) &w(u +20) = 3 we < (u +v +w)? 
MOOR 成立  _ 
例 14 бху: CR Bé + + 1,01 
ES <38 (20) 


Ty ° 2 


MARM =y = z = 2,020) 取 等 导 


证 Фе = Bay = h. = e WROD) тае ERE 


e) + + 2 > 3,W| 
3 


PERLE (ж) 
HERON) 成 立 ,有 
а а а 2а 
DEE SDP уул уса" 9 
2 2 
2 a Уа +0)(1 +e) 
< _ F. 
iul irn IIa +o) 
а 


Fa +27, be + Зас 
1+ Fa + Y bo + abe 
于 是 ,要 证 式 ( 举 ) ,只 要 证 
за + Ya + У bc + abe) 22(Y,a +2 Y, be + 3abc)es 
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3+ Za- Fhe -3abe >0 


因为 
3- hez Ys-Yb20 
Уа -3abe > -3abc 20 
所 以 上 式 成 立 , 故 式 ( 举 ) 成 立 . 
证 二 


2x 2x AF _ 
ITLL E Z2 
3*3*3** Ay 


#115 设 a,b,c € R',Haebec =3, 求 证 


(У be xke en 
当 且 仅 当 a = b = c = 1 时 , 式 (21) 取 等 号 . 
证 ”去 证 更 强 式 
EE= Ee (2) 
式 (22) e» J a > abc Y, a'es( J, a) > 8labc Y, а 
此 即 为 以 上 例 8 中 式 (13). 


例 16 设 a,b,c,d C R',H abed = 1, 求 证 


1 1 l l 
Drapa ga ir iro + Ird+d sd | 
Q3) 
HAMM a =b = c = d = 1 时 , 式 (23) 取 等 号 . 
AE 先 证 
L 4; >— (24) 
1+a +a «a bU +P 14 (ab) 
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式 (24) 等 价 于 ,对 于 x,y € R'A 
1 1 auci 
lex к жаб жу +y رو + 1 ر+‎ 
ROKE) (1 +y «y v 14x + «° + x °) (1 жау) > 
(ту «y «y)0 + vx uites 
1220 «xy (а + y) «xy (t +y) +y (аб y)» 
xy! + ر‎ кабу y e y) + (at куб) + 
xy +) 
О-у cay! at!) gy [st ey! -zy(@ +y')] + 
Py [xf +y - 202] < gy (4 «y! -2зу) + 
xy [st e» ауа? +) ee 
-RFP ey) жау yy + + ay) + 
xy (x у) ty yy my (x-y + 
zy -y'G + у} + ху)» 
Q 7x0 xy) ну -»G ey x) ey ny 1) > 
gy (x у) GI ey «xy 1)e 
(1 7x» +zy)'(1 xy) 2 xy (ж у) (а Y xy +1) 
[1 = ay( +y +ху)] 
3⁄1 -ay(6 +y + xy) <0, 则 上 式 显然 成 立 ;车 1 -ayla + y + zy) > 
0, 这 时 
上 式 右边 = xy (y) GI ey tay tI) -ayl y +ау)] = 


jio tay +y’) -32y layla +ху + y) +y] 
(2-256 +ау +) > 1. (Sy ے‎ 
(应 用 均值 不 等 式 ) 


(1 - ay)! (2 +3xy)’ 
54 


(ж) 


But RUE 
(1 - лу) (2 + 3ху)? > SA(1 + xy)' (1 + y!) 
此 式 易 由 以 下 得 到 , 即 
54(1 + xy) (1e y!) 2 27(1 + xy)* = (1 + xy) 8 32)! > 
(1 - zy) (2 + Злу)? 
MGROR) 成 立 , 从 而 式 (24) йз. 
同 理 有 


1 1 کو ا‎ Sis = ` 
1e) *1+4+Ё+ё” a. VG qu i 
v (ab) 
Cab)? 
1+ (ab) 


因此 
1 1 1 1 
Trara +a Irb+b +h *ї+с+е Iededad 
ИИСИ ул 
1+ (ab) 1 + (ab? 
式 (23) 较 以 下 式 (25) 强 


1 1 1 
Gay (I+ * Qe + (+a 2 05) 


其 中 ,a,b,c,d € R', E abcd = 1, 当 且 仅 当 a = b = с = d = 1 时 , 式 (25) 取 
等 号 . 

ж KAKIL JR“ (ALGEBRAIC INEQUALITIES》 摘 录 ”Chapter8 题 
27. 

例 17 (@]J,2005.07.17) it a,b,c, 20,5 = y>: > 0,4 > x,ay + 
bx =2xy,ayz + bxz + cxy > 3xyz,n 为 正 整 数 , 则 

“++ э +у + (26) 
证 #20, 0, 式 (26) 成 立 . 
若 x>y > 0,z = 0, 记 4 = „> = MMA 21А +a >2,R 


а + "م + "ل‎ -ry "ل + "ی < "چ‎ -x 

Q3'*Q =a" -у* = (А* -0£ «(G^ -Dy > 
(А-у + (и) = Q" +" -2y > 
LE -2) 20 

култ =v MABARA > 1 + 
HZ2, À + tv 2:3. hnal, ЯА" 2 1,А" +u" > 2,A" +u" + v" > 3. 
所 以 


a +b" +e - у 


若 =>y>z>0, 记 4 = 


z = (Ax)" + (py)" + (wz)'- و ر"‎ = 
(А-а «Q^ = Dy «G^ - 1)” > 
(а-у «Q^ -Dy «G^ -1)2 = 
(M+ -DY «G^ - 1) > 
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(4 +" -2):* +(^-1) = 
(^ sah +" -3):* 20 
Ж ”下 面 是 本 题 的 一 个 推广 
Вл, ER (i #1,2,1,л),х, эх, 2025, 20A 21A +A, >2, 
А +A, +A R3, +2, *L*A, 2 nia 21,0] 


Хан)" > Bs (27) 
仿 上 证 法 , 易 证 式 (27). 


应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 


B: 


p TT] 了 的 较为 常用 的 不 等 式 ， 
它 常 被 当做 定理 ,用 于 证 明 其 他 一 些 不 等 式 . 

基本 不 等 式 在 许多 不 等 式 专著 中 都 作 过 介绍 . 这 里 给 出 几 
个 常用 的 基本 不 等 式 . 


1. 平均 值 不 等 式 
Baa, a, En DERM, iE 
H, = тт Ж?" G, = Jajaja, 
nr 


分 别称 及 LC, ,А, Q, 为 这 个 正 数 的 调和 平均 ,几何 平均 ,算术 
平均 和 平方 平均 , 则 有 

Н, < б, <А, < 0, 
MBA a, = a, = … = a, 时 取 等 号 , 


Primary Inequality Proof 


2. 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 
设 a,b, € RG = 1,2,…,n), 则 
(Bob) < (e xo 


当 数 组 o La; ,°**, a, ibi ,6,，,…,b, 不 全 为 零 时 , 当 且 仅 当 b= Ла (і = 1,2, 
n,À 9€ 0) 时 取 等 号 . 


mx [a «ft [X s +00. 
3. 排序 不 等 式 


设 两 组 实数 a, ,aasibi MM Еа S а, S S a, b < 
b, xe < WA 


ad ebat tab ( 反 序 和 ) 
аб, + ab, + == +а, < ( 乱 序 和 ) 
aj, + ab, tad, (у) 
HANH a =a = … заь = b = … = 时 取 等 号 . 


4. SE (Jensen) REX 


ЖЕНЕШЕ (z) HEURA a,b) ,如 果 对 于 (a,b) 内 的 任意 两 仆 数 x, 
x APR 
mox. _ fa) + fü) 

gi efe Ёз 
RAC) 为 (a,8) LEBEN # ESURAESEELB ИВЛ) (4,8) 上 的 四 
函数 . 

Ж f(x) 为 (a,8) 上 的 凸 函数 , 则 对 于 任意 si m nnum, € (a,b) 有 
JC UT < LG) ef) + +f(a)1 


MB =, = … нир. 
(а,Ь) KHMER, ИХ РЕЖ xo sx, € (a,b) 有 


Ja ta TUE GG) efi) em +/(a.)1 
MBs, = x = … = x 时 取 等 号 
5. MZF Bernoulli) 不 等 式 
设 x >-1, 若 a < 0, 或 a >-1, 则 
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(1 +x)" =1 +w 
#0 < a <1, 则 


(1 +x)" <1 + ax 


щн x = 0 时 ,以 上 两 式 均 取 等 号 . 
6. 赫 尔 德 ( Hilder) 不 等 式 


dia, bul € R (i = 12,70), Xa 
A = 1, 则 有 


eA ER’, Ha +B ++ 


Fatt <C ую" àv 


特别 地 , 当 a =B = … 


PACIA ую 
7. 切 比 雪夫 ( Chebyshev) 不 等 式 


设 两 组 实数 aa, a ib b b ÑE а, S a, < з S a, <S 
boxe < b. Ra, > a, 


Bab > b > =: > bU 
Ijana Жою 


HWE a, <S a, Se < a,b, > b, Sh I b, Ra S a Zoe Il a, 
b <b, < < ba MA 


PL < “Жою 
MEM a, = a, = … = ab, = b, = … = b, 时 以 上 两 式 均 取 等 号 . 
8. 加 权 吞 平均 不 等 式 


Жар € R' (i = 1,2,7,0),75 € R Er < s RI 


(8) Ë=] 
Ex 

p X» 

MH BDU a, = a, = … = a, 时 取 等 号 . 
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9. x,y,z, o8, y € Re Ha +8 +y = (2k + 1)7 (k € 7), 
i) 
yzcos а + zxcos В + ayes y < 2-00 +y +2) 
MAGES 2 ЧЁ = зу pup. 
ii) 
yasin"a + zxsin'B + xysin'y < ic +жу+г:)? 
yanye Е = P ud 时 取 等 号 . 
@ (2005 年 .MO.46) BAI x,y,z € R', 且 zz > 1 ,求证 


"n 
X a) 
证 一 应 用 柯 西 不 等 式 . 
原 式 等 价 于 
1 
XE (ж) 
因为 
(ну) тву +t) < (VT ++) (Te) 
所 以 рор 
类 似 还 有 两 式 ,所 以 
Ettem + 
b Fr xs br 
e. 
xs 
证 二 21,0 -а 20 TR 
a_l ‚_1 
Fi Xy 


一 二‏ > کے کک 
Pay. ses" Xe‏ 
车 * LA - 2 < 0, 于 是‏ 


Pi x 
所 以 
EE >22- Lr 
> Ig x و‎ >o 


例 2 设 x,y,z E R*, 且 x + y +: = 1, RIE 
E INNOCENS: 9 
ey yr бй 
当 且 仅 当 * = y =: = RO RES. 
证 一 由 柯 西 不 等 式 ,有 
(Gr ero) + (ay + Pa) + Gre à) 
2 E 
n rA edo 
(So? =1 
因此 ,要 证 式 (2) ,只 要 证 


Ун + (fy + +) яр Ф 


(2) 


因为 
4 ye (y+ = 
LED- De Tye = (Ia Ex 369 = 
1а 00-069) = 
KILONE -3 Lz] -3( Ir Уе 962) - 
6-00-06 = 
Hage 0-90-30 
14-00-0060) = 


р = +Ф +%4(у-4)°- 
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ie-20-26-2 
所 以 要 证 式 四 ,只 需 证 
E (х+4у +4)(у-:)* 291 (х-у)(у-:)(х-:)! [^] 


m 
У, (х +4у +4:)(у-:)# 24У (у +2)(y =2)? >= 
45 Iy-z1° 2121 (x - )(y -2(-2)12 
91 (x-y(x-2)(x-3)! 
HR 加 成 立 ,从 而 式 jr. 
AL HULER- ht DR FY x Уа >3(@y + yz +z) 知 ,只 需 证 
$-E»-iX:X4»0 
即 
$(0ES'-Es-LXs20e'»:Y€» 
注 EEz YZ > 30y + ys +e) (HR yî er + ай) 的 应 用 . 
例 3 (2006 年 国家 集训 队 测 试题 ) 设 *,y,z ER-, 且 x +y +z = 1, 求 证 


G‏ “< بب 
Tm Wee waa‏ 
证 由 柯 西 不 等 式 知 ,要 证 式 (3) 成 立 ,只 需 证‏ 


E‏ تت و 
人 A но‏ 


i A 


rex 
EIEEE 
25 £s ED 


взу FL < y ED < y 2 er UA Q AS. 


Ж ” 另 一 证 法 见 命题 者 的 证 明 , 
例 4 x,y,z € R', 且 xyz = 1, 求 证 


n 
3 
Er (4) 
HAM x = y = z = 1 时 , 式 (4) 取 等 号 . 
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— Î 


› 
g Ear: E0+: Egra” E? 


于 是 ,只 要 证 
а) 
ESTE (此 式 易 证 , 略 ) 
۰ ЧОД E у Күн. A : 
证 -= mpaji 8 t 8 > 了 4*, 类 似 还 有 二 式 ,所 以 
3 x ` 1 3 
Era ЖЕЛЕ? БЕ? АЫ 
3..3 23. 
2 4 4 
注 ”由 证 二 还 可 证 得 
x 3 
У пту? 4 6 
9/5 BA € Ri -12, EDDIE 
1 1 1 1 n 
ase) al +a) ° al +a) бана) әла (6) 


MANM a, = a, = … = a, = 十 时 , 式 (6) 取 等 号 


证 因为 
1 т mta). 3n 
ara) n+l" * (n+1) P n«l 


所 以 


У аттау sar ETE (1 +a) = 


all +a) n+l n 
EAE NEA wn 
nl nel nl n+l 
86 设 a,b,c,x,y,z € RB J a 20, Y be > 0, RIE 
aly -3)! + b(z -x)! + e) - y)! 90 (7) 
证 一 先 证 这 时 a,5,c 中 任意 两 数 之 和 非 负 ， 用 反 证 法 
车 b+e <O, Ha +b +e 0 Ша >0, 因 此 a(5+c) «0. 


又 因为 Eoc =be+ale+b) 20 
所 以 be >0 
所 以 b«0,c«0 
所 以 а+с>0 
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因为 a»0,c«0 
所 以 ac <0 
В у, be = ca +b(e +a) < 0, 这 与 已 知 be 20 FH, kb + c > 0. 同 理 可 
证 c+ae>0,o+b>0. 

今 证 式 (7). 这 时 式 (7) 可 改写 成 

(b +с)ш + 2buw + (a +b)? 20 Ф 

фа а-у уса 

#b +e =0, а> 0, Хн Y, be = a(b + с) + bc 20, bc 20, 
-6 20, - 20, = с = 0, Q йз. 

#5 + c > 0, 于 是 式 @ 的 判别 式 

A = [48 - 4(b +e)(a +b) J? - - 4C ус) «0 

因此 式 Ф 成立 , 式 (7) RE 

证 二 若 b+c,c +a,a+6b 中 至 少 有 一 个 为 零 ,如 b+c = 0, 则 以 上 证 一 


中 已 证 式 (7) ЖУ. 
2 b +c, + a,a +6 均 不 为 零 时 ,因为 
X*20 
所 以 в. She >0 
ш (а+Ь)(Ь+с) >0 
同 理 有 


(b+e)(e+a) 20 
(e+a)(a +b) 20 
又 由 于 a + +e 0, RH Db +e, + ava +b IKTE, FEARNE. 
#7 ( 自 创 题 ,1988.07. A 在 A4BC 中 


Xue > yas (8) 
иним AAB AA (8) REY. 
证 


Lof >H E sinh) (xui) = 


HX feos 


S gaty 


7 


例 8 《〈 自 创 题 ,1987.07.20) 设 x,y,z,w € Е", 


1 (X 
PeXeàEIBLIZ m seme nm 0 
MAMY = y = z = wht, (9) 取 等 号 . 
证 
1 
periere 
2 му 
REF 
ү gu Р: xu), 
xy = zw 
at, y*wy, 2 +0 E 
y y zw 
9( Yz): 
sg; 2a 
Xy + xz + mu + yz + yu + zo 
Ë 09) 可 推广 为 : 设 x € R'u = 1,2,…,n , 则 
(n - D 
20 Mh NUS (10) 
DES 
1444 
MEM x =з, = = x, 时 , 式 (10) 取 等 号 . 
车 记 s = Es ^. дарз, = XH a = f. xi As (10) 可 
EM 
写成 如 下 形式 , 即 
situa + (л? - 2n) ss, > (n - 1) s, 
Ж ”上 式 与 第 七 章 “ 其 他 不 等 式 证 明 例子 ”中 例 46 的 结果 不 分 强 弱 . 
#9 ( 自 创 题 ,2007.07.20) 设 x,y,z,w € R',WJ 
Legien Em xe): (11) 


МЕМ zy zo 中 有 三 个 相等 时 , 式 (11) 取 等 号 
证 
Eex 14+ yc D - 
КАРОЛЛА ЧЫДЫ 
[+ + (+) (C+ + + В 
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(ау + zw) (as + yw) + (аз + уш) (ze + yz) + (xy + ze) (xw +r) < 


ya 
4+ xy + xz + xu + yz + yw + то, А 
Bayaw 


即 得 式 (11). 由 证 明 中 易 知 取 等 号 条 件 . 
注 due 


s-xtytrtu 
ы = лу + xz + xu + yz + yw + ne 
зу = ушш + аш + луш + xyz 
s = ayaw 


则 式 (11) 又 可 写作 
号 +12s 2355 
(此 式 参见 《中 学 数学 教学 》( 安 徽 ) ,2007 第 4 期 , 杨 学 枝 文 ;从 一 道 不 等 式 是 


ug"). 
410 《 自 创 题 ,1985.07.29) ËL х,,х,,х,,х, € R' JU 

mam m RV huh a 5 у 4.5. (12) 
mininin GA m +m 


ож 4 5‏ ي 


МЕЧА = s == = х, 时 , 式 (12) RFF . 


证 
式 (12) 左边 - 右边 = 


x Kaža Xy L^! 
* * * -2 = 
m tx) ms жу mn tx mn +) 

n L i аз 
sand 4 š , э n ЕДЕ 
{ы + д, * бу жайы ° бә жж) a +) 
(xi 
aua t EL 2 = 
алаа Y Же 


«шч 
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E ”本 题 有 以 下 等 价 命题 : 
HK 2,,2,,2,,0, € В", ааа, = 1, 则 
а 2) L1 x 


+ رگم‎ t 
Isa ir "Da Г+а 


证 因为 Dalta) У F> (Уа)? 


22 


Т+а 
所 以 只 要 证 
(Xa) >= 2X а +25 аа, = 2F a, *2(2 +5) (a +a) 
因为 2(а, a) (a, + a,) € 1X a 
所 以 又 只 需 证 
(Ea) 2234 +30) Уак 

此 式 显然 成 立 . 

例 11 ( 自 创 题 ,1988.12.11) x, € R',i = Litas BY, i - 
A <1, 求 证 

пая > (8-1) (13) 


MAN n = 2,4 = 1 或 = 5 = … = x, BER) REF. 
- Фр =й = uias Ûy =2 < 同时 
iy, € R',A- y, 20,1 - A 2 0,i = 1,2,,n. Hi Holder 不 等 式 有 


> 


[gz23 sa-a] (в 


= HEEN) = (L -1)( < x < 1) чИ ДЕЛА 
式 证 明 . 

Æ 1. 证 一 参见 《中 等 数学 》,1991 年 第 3 期 , 杨 学 枝 文 :“ 一 道 数学 竞赛 题 
的 推广 ”. 

2. 本 例 有 以 下 等 价 命题 : 

Bx, ER',i=1,2,…,n,0<A<1l, 则 

[(1 —A)x + x, ++ &x,][x, (12A) + xy n + nli 
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[n tm ma e (17 A)2,] > (n А), (14) 
这 只 需 在 式 (13) dle Ls 即 可 得 到 
E 
ив Bx ER (i 12,…n), 且 守卫 <1, 则 
PRSE Xs «П)* (15) 


#12 (2005 年 全 国 十 八 所 奥赛 协作 体 学 校 试题) 设 a,5,c € R', 且 be + 
ca + ab = 1, 求 证 


yn ^n үп 1 
т +в + PEN ss (16) 


证 由 1 = be > 3 (акс)! 知 ,可 证 更 强 式 
Ут т Ут 3 
2 +65 + tes are (17) 


Vic * бабе + Уса + Gabe + Yab + Gabe < 3 ож) 


O7) 可 推 得 


ER OK). 
因为 6 1» 1 < 5 60е +2 
类 似 还 有 二 式 ,所 以 将 以 上 三 式 相 加 得 
X he + 6ale <J E be + Gabe Ya +6) < 


HH Ebet Bb) +6] «3 
MERON). 
例 13 《2005, 第 17 届 亚太 地 区 数学 奥林匹克 ) 设 *,y,z € R' Es = 8, 
则 
x 4 
GEESE 
BB: = y = z = 2 时 , 式 (18) KAF, 
证 


(8) 


5 x 


> 
(1 +x)(1 -x +x) ° (1 +у)(1 -у+у) 


РА 
0 €)0 €») 
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PUER OMEN 
У зразу 
2 


2 


А 
Tare 
NOKEDLI 
HG» 
Er + у) 
пзу +2 
因此 ,只 需 证 
А А 
Эрн ЧЕ” + Уу? >n 
HRH У, > 12, yr > 48 知 成 立 
#14 ( 自 创 题 ,2005. 12. 16) AABC 三 边 为 a,b,c, 外 接 回 半径 为 R, 则 


| (a - b)(b - с) (а - c)! MIR 
1+ ЕЕ ya (19) 


当 且 仅 当 ДАВС 为 正三 角形 时 , 式 (19) 取 等 号 . 
证 不 妨 设 a > b > c, WRO) 变 为 
abc: Xa (X,a)(a - 6) (5 - e)(a - e) 
ae * abc <36Re 


ت ۾ تود ا و 2 gag‏ 2 
сз,‏ )0+ + عاف اع ف ab(a! -b + с) + be(a'‏ 


F sin Acos 8 < $E (20) 
今 证 式 (20) 成 立 . 
由 所 设 c> > c, 有 sin4 > sin B > sin C,cos A < cos B < cos C, 因 此 ， 
根据 排序 不 等 式 得 到 
sin Acos B + sin Bcos С + sin Ccos A < 
sin Acos C + sin Bcos В + sin Ceos A = 


sin B + sin Beos B = 4sin Zoos! 2 = 


Primary Inequality Proof 


1603 у: 38 
43709 = 4 
当 且 仅 当 4 = B = C = T 时 取 等 号 ,从 而 式 (20) 成 立 , 式 (19) RE 


Ж (20) 又 等 价 于 下 面 代数 不 等 式 : 设 x,y,z € RB y + 2,2 tx,r + 
y, 3 yz ЕЖ, 


Ho —‏ .کے 
EET ITE Vet A Xx‏ 
MB x = y = z 时 , 式 (20) 取 等 号 .‏ 
在 式 (21) 中 作 置 换 :x 一 yz,y — zx,z — zy, НИЕ F BE fr‏ .2 
命题 ryz ER , 则‏ 


iyu = e. DEDEN р 
VES баре ayer 
EE SET。 >+ + ® 
由 此 即 得 本 章 例 3 中 的 式 (3). 


з. 上面 命题 中 式 O 其 另 一 证 法 如 下 - 
设 *+y+z = 1, 则 式 @ 等 价 于 


I= و .کل‎ 
(z+x)(x+7) (y +z)(z +z) 

— و‎ 
(x +) (7 +2) (z+z)(z +y) 

r a 2C, 
(y+z)(z+z) («+у)(у+:) 
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4 
由 于 /关于 x,y, 轮换 对 称 , 不 妨 设 = min|x,y,z|. AAU} x < y < :和 
x < z < 两 种 情况 证 明 . 由 于 两 种 情况 的 证 明 本 质 上 完全 相同 , 故 证 第 一 种 情 
я. 
由 
ж < у S z=xy S zx S уг,(у +z)(z +x) > (y +z)(x +y) > (x +y)(z +z) 


故 


© 


ху x ах TET 
(у +:)(:+х) `(w+y)(y+z) `(:+хж)(х+у) 
又 由 
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x(y +z) &y(z*x) Ss(x+))= 
一 
(z+a)(z+y) (x*(y*2 


(y+ 26 +=) 
由 式 @.@ 及 排序 不 等 式 知 


т 


£y yr - 
PE assess š: 


у? s ху: 
EDE (er 
——— 
(x +у)(у +z) 


—M ES X. һа 
ee фота xs 


因此 ,要 证 /< У® дя 


ху: y 9 
Gry +a) * 2(® +) 0+0) “16° 
16xyz + 8у(х + у)(у +2) <9(z+y)'(y +z)! 
l6zyz + 8у(у + zx) < 9(y + 2x) 

922 + у! > bayz 
(3xz -y) >0 
因此 ,不 等 式 O 成立. 
4. 式 (19) 与 第 二 章 “ 增 量 比较 法 证 明 不 等 式 ” 例 10 中 式 (11) RARD. 
例 15 (2004 年 学 冬令 营 选拔 赛 题 ,湖南 长 沙 ) VE a b.e d HER 
ik, iE ab ecd = 1, Rp (y) (i = 1,2,3,4) 是 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 上 的 
四 个 点 ,求证 
(ay, + by: + су, dy) + (ax, + bay + en de)! < 
2 
Касса. 
证 Фа? = ау, + by, + eys + dy Ë? = ax, + bzy + cz, + dz, DU 
aè < (афу + beyî + beyî cad) (f + ۈھ‎ + + d 
同 理 可 得 
P < (айд + beî be над) + ف‎ a d) 


(22) 
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注意 到 只 ey) = 1G = 1,2,3,4) ab + ed = 1, 有 
а +В > 2)4 e) (5 + رگ + 8 ف‎ = 


2(а4 + bo) (Seed , abel = 


2lad + b) (gg E) = 
a +b cad 
Y e 
9116 a,b,c € R' ,求证 
s+ É yä ebur (2) 
a+b Jere Jera 
当 且 仅 当 a =b = 时, 式 (23) 取 等 号 . 
证 


a b с 
йз nma 


2X e YA = -Za-25 e = 
х, EE: "У Z Z= 02У /k = 
у 0 му орн 


- у, (е+®+4/@)(а eb) - 2G +) 
2(а+) 


ab 
EC AY 


4 а _ y 29-0 +4 ab +4b Vab +2ab _ 
X Va +b * buc X 2(a +b) 

4 ab - y Bab - (fa - 45). 

x Vah. "BE a+) 


b 
1 Б 
因此 ,要 证 式 (23) 只 要 证 


>л. = E rri PEL 
不 妨 设 a > b > c, 则 


ab > SS. be 
Va*b eta bsc 
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1 1 1 
< < 
a+b Межа bre 


根据 排序 不 等 式 ,有 
ab. ab. 
LC AG Zarb 
23 

Bj Y, P - Y ipsom Жз). 

#17 (第 47 届 IMO 第 一 天 试题 3 2006. 7. 12 - 13 于 斯 洛 文 尼 亚 ,卢布 
ЖЖЖ) 求 最 小 实数 W ,使 得 对 于 一 切实 数 ,be 都 成 立 不 等 式 

| аа? - P) + belb? - 2) + саба - aj) | < М(а + P ed) 

dE— оа - P) + (0 - P) + саб - à) =- (a -B)(b-c)* 
(e - a)(a +b +e). 

记 a -b=x,b- 


=ус-а=га+Ь+с =з, 


s+y+zs=0, + +2 icy +P +P) 


原 不 等 式 可 写成 
M( + ر‎ + +)? 291 туз! 
йк +у +: = 0 知 ,z,y,z 中 两 个 同 号 而 与 另 一 个 反 号 . 不妨 设 x,y > 0. ig 
s = FEL сал ey э 2 ay «ай. 于 是 由 算术 - 几何 平均 不 等 式 
(GP ey +P 9)! э )6 +27)? = )2 + 2 + 2 à) > 
аа ш 2а 7) = 
3220| sl > 16/2 1 хуш! 
шм = Ê 时 原 不 等 式 成 立 
等 号 在 s = шул = y muse -2u, 即 
a:b:c = (2 +3): J: (42 -3) 
时 成 立 , 故 所 求 的 最 小 的 H = 


3 
Е ВНЕ, TEE 
к, 
Xa! -bD| _ _ ойа+ву[зе+(2а+В)] o. 
(У а) 7 [B «2c(2a + B) +a + (а + B? 
9 , Lala +В) -Bla +В) · 20В(3с +20 +В)? < 
Б 9:130 +2e(2a +8) +a + (e + B? 
数学 奥林匹克 
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[ala + 8) + B(a + B) + 208(3с +2a +В)? 
4 
< 


9, 
Б [Ge +24 + B)! + 2(a + аё + BT. 
= 
162 
(注意 到 a? +87 +408 < 2(0 + aB + 8)). 
例 18 ( 自 创 题 ,2003.03.03) 设 x,y,z € R',Hxyz > 1,X À > 2,WJ 
Xu (24) 


А+х 
当 且 仅 当 x = y =: = 1 时 , 式 (24) 取 等 号 . 
证 一 由 
04) У (А +у)(А +z) < У (А +x) 
323 +2A Ух Yx SA + у к +A Y + зуе 
A’ «(X305 -22 (E5290 -1) -3A «220 
因为 À >2,xyz > 1 
所 以 


СУЎ х) (А? -2A) 230? -2A) 
(X20 - 1) =3(A-1) 


所 以 只 需 证 
АЎ +32? -6A 431 -3 - 32! +1 20 
LU (A -2)(4 +1) 20 
由 入 > 2 知 此 式 成 立 , 故 式 (24) RIE. 
x 1 1 
z= BA Ута Lar 
所 以 具备 证 У 51-1 
下 面 用 反 证 法 证 明 上 式 . 
令 
iu =a, = 二 -2>0 
1 1 
Tey = ا‎ 
لچ‎ == -2 <0 


#a +b +c >1, 则 
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mnt» [IL-2 = > (ж) 


但 另 一 方面 有 
Уа IIC a +b +o) 
4.2) , 22577777 «1 
Пс -2) Tle > 
BROK) 矛盾 , 故 式 (24) ФЕ. 
例 19 《此 问题 来 源 于 “数学 绊 站 论坛 — 南方 学 科 网 论坛 "hanjingjun 
提出 ) 设 a,b,c ER , 则 


з 
у s>: e» 
HAN а,Ь,с Ы DER PETERE 0025) KES. 
证 一 由 柯 西 不 等 式 有 
inia 
CL FE ‘UL Wor) = (Za) 
由 此 知 ,要 证 原 式 成 立 ,只 需 证 
X Tr) «iO Ф 


ату Va +e) < (Xa: ўа. Xa +e), Bk, HEX D, 
又 只 需 证 
8X a(h +e) < (Fa ® 
但 
(X0!-8y20*0 = Ed +20) -8Y, d ° Y be + Babe Уа = 
(Xd -2Y be)? + вас JY, a 20 
故 式 @ 成立, 从 而 式 @ 成 立 , 式 (25) 获 证 . 由 证 明 过 程 易 得 取 等 号 条 件 . 
证 二 应 用 局 部 不 等 式 ,由 
ےک‎ ® 
(+e) Уа 
等 三 式 相 加 即 得 . 而 式 © 等 价 于 
2a(d +) < Jat © 
因为 2a*(b +e) <a? + (b+c)? 
所 以 要 证 式 @ 又 只 需 证 
(bte)? <b edente) < (bF + $y: 
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而 此 式 易 证 成 立 , 故 式 @ 成 立 ,从 而 式 O WE 
ж 本 例 更 一 般 情况 参见 第 作 章 "练习 ”中 是 15. 
例 20 ( 自 创 题 ,2006.12.17) it a,b,c Є, 


з 
y зс” уа (26) 
当 且 仅 当 a,5,c 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 , 式 (26) 取 等 号 . 
证 一 由 赫 尔 德 不 等 式 ,有 


УЎаб+с). Xa: Xo > Y, 0+0) Ф 
又 由 柯 西 不 等 式 ,有 
， 
У ©; EGO)» @ 
由 式 @\@ 得 


y E Aya Fr Fs) O 
AR O A, MERR, RAE 
(Xa) z8 She: Sa: Уа 
(Fa) = 8F Уа) -2У be] 
СУ а) -4X c]! 20 
因此 原 式 成 立 ,由 证 明 过 程 易 得 取 等 号 条 件 . 
ж Ten > e 等 三 式 即 可 证 得 . 


(а ++ с) 
#21 (来 自 * 不 等 式 研究 网 站 ",“ 竞 赛 不 等 式 " 专栏 ,2007 年 1 月 6 日 , 福 
建 陈胜 利 老师 提出 ) а,Ь,с > 0,Н абс = 1, 求 证 


УП о +) 22«TXG-iy (27) 
证 ”注意 到 条 件 abc = 1, 我 人 有 
оте /TIG «92 22 «TY (а-к 
JI GPS > LSa + X656 
z[[i +20) = (ya + УРО) 


(а + be" + Во + a +a) - 
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(Pa +b“ + ea? +b + at a) 
(ёр edP кеже +e + ab?) > 
(a+ + e" + + ea? + ap) 
最 后 一 式 可 由 赫 尔 德 (Hslder) 不 等 式 得 到 ,从 而 式 (27) BRIE. 
Ж ”由 上 证 明 可 知 , 原 题 条 件 可 放宽 为 a,8,c € RR, 当 且 仅 当 a =b = 
1 时 , 式 (27) 取 等 号 . = 
4422. 《中 学 数学 研究 )2006 年 第 12 期 刊 出 的 “一 个 循环 对 称 四 元 不 等 
R" ,在 文 末 , 作 者 提出 了 以 下 猜想 . 
猜想 设 


n€ N',an 2 3,а,а,, "~ 


Ду) = ж ea y жауп 


Каза) Каза) flani а,) flansa) > 

Гааз а, (а! + aj" + +а!)]* (28) 
证 WARE Holder) 不 等 式 ,有 

Жа,,а,) + f(23,2,) f (2,452) (a.a) = 

(ar 


(ar! + af "a, + 


+ af a, s + арі + ар + aay? + aj) ° 


+ aja” + да? + азау? + a!) + 


(ar! + а?а, + + дау + dla! + aat? + af") + 


(ari + atia, + алау + алау + + aiat? + af) * 
(ar + ау "a, + аа) + + ада? + аа? + а) = 
ба" 


(25? + af" + а + 


sap! каа, += talag” + ар eaa?) * 


ИС ае 
азау? + адау + a1) * 


(aai? + ауа? + af" + 


+ баре + аа? + aj“) ° 


erasa + af" жа): 


+ aî? + aaj? кар) > 


(ayay-a, + аа-а, + + ааста) = 
Гааз тта, (ат? + aj" + = +а')]" 
故 式 (28) 成 立 . 
注 杨 学 枝 于 2007 年 1 月 12 日 证 明了 上 述 猜 想 是 成 立 的 ( 此 证 明 可 参 
见 : 杨 学 梳 ,“ 对 一 个 n 元 循环 不 等 式 狂 想 的 证 明 ”,《 中 学 数学 研究 ) ,2007 年 第 
3 期 ). 
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9/23. 〈 录 自 " 中 国 不 等 式 研究 小 组 网 站 ”,hljhdf,2007. 09. 08 提供 ) ita, 
b,c € Е", А] 


YXg his? Хе e» 
HAMM a = b = 时, 式 (29) 取 等 号 
证 ”由 柯 西 不 等 式 有 
Lat -berd): E атта (Tet)? 


因此 ,只 需 证 
(Xa) > уа. X at - bc) 
(X2) > Уа: (Уа: X be - барс) 
Уа) - Za- Y ic] -2(C Y be)? - 3abe Ya] > бе» 
LF a". X0-o'-X40-0 206 
E (=a +0 +0) (6-с) >0 
不 妨 设 a > b > c, W 
ҖФжй > (~-a + + *)(b - e)? + (a? - P + e") (a - e)? > 
(= aî +P +e + a ET ETIUED 
2006 - с)? >0 
即 得 式 (29). 
例 24 (ВЈ ,2007. 07.07) iit a,b,c > - 1, 求 证 


4(6- Уа) 
r в) 


并 指出 式 (30) 取 等 号 的 条 件 . 
证 一 由 柯 西 不 等 式 ,有 


1-а+а 1 1 
Z Tea Tirs> ОУ гна)" 


因此 ,只 需 证 
Y 1 4(6- Xa) 1-в+@ 
Овчи 9 uU ET. o 


x 1 
REX Ta “hl 


1-a +a 3 
Eure. ird. 
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Уа-6+3и>0 
于 是 ,要 证 式 ORT, RAE 


„6-50. e-6 += 


- (6 - Zou + (6 - Ia)? >0 


[u-$(6- ya) >0 


dick O йл. 由 以 上 证 明知 , 当 且 仅 当 a =b = c, E. 
12-206 -30) = ee -2a -1 = 0 


шаве > -1 得 a = Ê мнра =b = e = LÊ pto 取 
等 号 
ис 去 证 局 部 不 等 式 | > 5-49, 
4а? – Ва? +4a+1>0c(2o -2a - 1)! 20 
#125 єн, хт. 06.07) Ve, ts *,a, € R^ ,m,n 为 正 整数 , 则 
(X46 may < ym (Las GD 
HEOC -1)m > пут} = 2(т + n)s 时 , 式 (31) 取 等 号 
证 s= Уа = 
a 
CI)" GE ae = (Za -2 Y e" CY ee)" 
Qm. ста - в.) а) ° 


n 2m" m") Qn - 25^ m — 


(yay 


XO m (mn) 
ОХ. 
特别 地 , 当 (k - 1)m = n 时 ,有 


当 且 仅 当 a, =, = = a, 时, 式 (31) marg, 
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9126 〈 自 创 是 ,2007.07. 12) ita b.c ER, EY а = 1,0 

у /T= (32) 

HARM a = b = e = nt, RGD) KES. 
证 ”由 对 称 性 ,不 妨 设 a 最 大 ,由 于 

(Мав + Vi-ac) = X (Sa +e + (a -b)* + 
Уан + (ee > 

4F a? Ge + (2a-b-0)*] B 


да? + 3i! + 3¢ + 2bc - 2ac ~ 2ab 
即 有 


Tab + yi- ac 2 Aa! + ЗЫ + 30 + 2bc - 2ac - 2ab 
因此 ,要 证 式 (32) ,只 要 证 
Да? + ЗЫ «3c + 2bc – 2ac - 2ab + yI - bc > {без 
Ad! + 30 +30 + 2bc - Зас - 2ab + Ма? + 4b «4c -4bc > 
а +20 +20 +2ab + 2ac - bc Ф 
$ER DA 
xk DEN > V3a +20 +20 + (b +e a) - aî +20 +20 + a > 
За +28 +2c + ab + ac ~a = 
2a? + 2b" +20 + ab + ac 
因此 ,要 证 式 O RT, X ЯШЕ 
2a! + 2" +20 + ab + ac > a! + 2b? + 20 + 2ab + 2ac - bees 
(a -b)(a -e) 20 
由 假设 a 最 大 知 上 式 成 立 , 故 式 O 成 立 , 式 (32) 获 证 ,由 证 明 过 程 易 知 取 等 号 
条 件 . 
HÀ tka, СЕ = 1.2, n BY =1, 则 
X i-am > nln = 
HARM a = aj = … = a, = режа. 
Min = 3 时 , 即 为 式 (33) ; 当 n = 4 时 , 即 为 第 七 章 " 其 他 不 等 式 证 明 例子 ” 
中 的 例 27. 
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在 本 章 最 后 ,给 出 两 个 三 元 不 等 式 定理 , 它 是 笔者 于 2005 年 11 月 27 日 得 
到 的 . 这 两 个 定理 与 推论 在 证 明 一 些 不 等 式 时 常常 有 效 ,在 此 也 作为 基本 不 等 
式 .下面 的 定理 与 推论 以 及 例题 中 的 不 等 式 的 编号 是 独立 的 . 

定理 1 设 A,u,v € R', 记 s = À +u +u, = uv + vA + Au,s = Ашо, 

n һ 
i) 3(зу)# 66у -1- (y -1) VOS DGy - D S8e S3) + 
бху -1 + (y - 1) „(95у - Dy - D i 

й )3(25)* + бху -1 — (xy - 1) V (xy = 1) (xy - 1) Say 43089) * 
бау -1 + (xy - 1) /(9zy = (ay =1). 

当 且 仅 当 和 ,u,v 中 有 两 个 数 相等 且 不 小 于 第 三 个 数 时 ,(1) (4) 两 式 取 等 
号 ; 当 且 仅 当 和 ,u,v 中 有 两 个 数 相等 , 且 不 大 于 第 三 个 数 时 ,(2) (3) 两 式 取 等 
号 


证 i) 由 于 


(u = v)! (e - AY (A =u)? =~ 4з, + sii 185,55 - 4з] - 275 = 
deg (ия 7 5) (ut = 94)? = (8, = ill = Iss + 20471 > 
i 


0 
因此 ,得 到 
(85s, — 3182 - 183133; + 275)! < (ss - 5) (55; - 95 ( 
Hi xy 代入 ,得 到 
[88 - 3(ху)* - бху + 11* < (xy = 1) (xy - 1) 
由 上 式 即 得 (1) (2) 两 式 - 
ЩА =u>v 时 
8? -3(xy)! - бху +1 + (xy - 1) (xy - Day -1) = 
8 2А xv)! (2A +ь)%(А +20) 4 18)24 +0) (А +20) | 
2720 272 2720 
(2А +) (A 20) 
,ر‎ + у 


(2A +) (А + 2v) 2А + v)(À * 2v) 
+ ES ue Av + 
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mag 9 600-79 + (A =)" ll =0 
即 此 时 式 (1) 取 等 号 . 同 理 可 得 式 (2) 取 等 号 条 件 . 
ji) 下 面 仅 证 式 (3) , 式 (4) 证 法 与 之 类 似 (从 略 ). 
由 式 (2) 有 
За? «3(2y)! + бху -1 + (xy - 1) ny = (ay =1) 
жылд) ,得 到 
< 30)! + Gey - 1 + (xy - 1) (Ory -Gy =D _ 
(ху)? 
[3(2y)* + бху - 1]* - (ay = D)” (9y - 1) 
Gy? DG»! + Gey =1 = (xy =1) JG = DOY =D] - 
64 (xy)? 
(zy) Gn! + бау -1 - (ay =1) Os -DGr-D] - 
64 
3(зу)* + бху - 1 - (xy -1) /(9zy - 1) (яу = 1) 
由 此 即 得 式 (3) ,显然 式 (3) و‎ 


由 定理 1 及 (9xy -5) ~ s > 3 /(9zy - 1) Gy - T) (此 式 易 证 ,从 


略 ) ,可 得 以 下 推论 . 
推论 1 MERI 条 件 ,有 
16xy -4 Ap «ns (5) 
122 < 9(xy)* +2ay +1 io. (6) 
бу -4 + =D < ay 200 
Uy «(5 +2зу +1 - =) (8 


HARHA = u = vif (5) (60 (7) (8) 四 式 取 等 号 , 
推论 2 同 定理 1 条 件 ,有 


-1+2V277 -2 
35; <= (9) 
27 +28 + VT29y" - 6487 +208 
z< Е (10) 


AS a 
215228 =<; (11) 
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i /129x5 - 648 
jea +28 + p. 648x + 208 (2) 


MEM A = u =v 时 ,(9) (10) (1) (12) 四 式 均 取 等 号 . 
定理 2 设 A,u,v € Ras = А +tu+ns = шо vA +Ашузу = Au, = 


МЯ - 35 (0 << з), 


-3 -2w _ (s -2w)(s +w)? 
es (13) 


(5 +2ш) (5 -w)* 92 — Зз? + 207 
" 27 " 27 


MOBI Au, 中 有 两 个 数 相等 , 且 不 小 于 证， 时 , 式 (13) 取 等 号 ; 当 且 仅 当 


(14) 


A, HAMEY, НЖАТ, 时 , 式 (14) 取 等 号 . 
证 由 于 
(u = v)! (v - A) (A - u? = -4з, + siii 185,55, -43 - 275 = 
-273 +2(955 -25)5 + (31-48) > 
0 
由 此 得 到 
955 - 24 ze EUM NEUES ий -з3)% 


又 由 w = /й = 35 得 到 ss = ,代入 并 整理 即 的 到 (13) .(14) 两 式 .由 定 


理 1 中 不 等 式 的 取 等 号 条 件 , 易 得 到 定理 2 中 不 等 式 的 取 等 号 条 件 . 
推论 3 ” 同 定理 2 条 件 ,特别 地 , 当 s，= 1 时 ,有 


à net 2 
1 x 26 | (1-201 +w)? ہر ے‎ as 
„е 
љо < Озо) wy) d чыды ав) 


MAB A = u = э = + B$,(15) 06) 两 式 到 等 号 


例 1 设 a,b,c € R',B abc = 1, 求 证 
Fa +3>2 Ya (17) 
当 且 仅 当 a =b =c = 1 时 , 式 (17) 取 等 号 
证 Bs = Ya, = beys, = abe = 1, 则 式 (17) 等 价 于 
5| 7355; +6 -2s + 45, > без - 25] +6 > (35, —4)з, 


数学 奥林匹克 


жарат. © 


又 记 % = 3x,5 = 37, 则 上 式 又 等 价 于 
9з? - 62 +2 > (9x - 4)у ° 
由 于 9y -4 >5 > 0, 并 由 推论 2, 有 
27 +28 + 3/7292 - 6482” + 208 
сагта уса 


因此 ,要 证 式 (D, RIE 
өг -62 +2 > (9: -4) DIE +28 + EI — 6484 + 208 


4054* ~ 3242 - 108x + 112 > (9х - 4) - /729х* -648x +208 @ 
由 于 
(4052 ~ 3247 - 108x + 112)? - (9x ~ 4)! - (729x* - 648x” + 208) = 
164 025" ~ 262 440х' + 104 976“ - 87 480x" + 160 704х* - 
72 576x? + 11 664x? ~ 24 192x + 12 544 - (59 049x" - 52 488x” + 
1166455 — 52 488: + 46 656 — 10 368: + 16 848x? — 14 976: +3 328) = 
104 976x" ~ 209 952x” + 93 3124* — 34 992x" + 11 404x" ~ 
62 2084? - 5 18447 -9 216x +9 216 = 
(x ~ 1) (104 9767” - 104 976x" ~ 11 664x’ ~ 46 656x' + 67 392 + 
5 184" -9 216) = 
(z ~ 1)2(104 9765 - 11 6645* - 58 3005 + 9 09227 + 14 276x + 
14276) +5060(х-1) 20 
(注意 到 x > 1) 故 式 @ 成 立 ,因此 , 式 @ 也 成 立 ,从 而 式 (17) RIE. 
8/2 〈 自 创 题 ,2007.08.08) it a,b,c € R',H abc = 4, 则 
108 У be =- ( Z a)* «6X0! +27( F a)? (18) 
МН а,Ь,с 中 有 一 个 等 于 4, 其 余 两 个 均等 于 1 时 , 式 (18) 取 等 号 . 
证 ds Уа = У Беу = abe = душ = / -35 MA 
(si-w)? (s, +20 
abe > G) (a +20) 
另外 ,有 
(s ~ w) (s +20) + (s +20)? = 
(on o DO DO DOG +0. 
" (2+1) ә ,0 
4 < [° 54 = (应 用 算术 几何 平均 值 不 等 式 ) 


4 


因此 ,有 
27abe + (s, + 2/5 -3з,)? < 4% 
H abe = 4, 得 到 
6/5 -3s < d - 35 

将 上 式 两 边 平方 整理 即 得 式 (18) ,并 由 上 证 明 中 可 知 , 当 且 仅 当 a,b,e 中 有 一 
个 等 于 4, 其 余 两 个 均等 于 1 时 , 式 (18) 取 等 号 . 

例 3 (FHF BIE Vasile Cirtoaje 主编 的 《Algebraic Inequalities. Old 
and New Methods) § 8. 1. Applicationsti 题 70) 设 a,b,c € R° ,求证 

a +b" +e + 3abe > Y be VB d) (19) 

当 目 仅 当 a = b = 时, 式 (19) RFS. 

证 ”由 柯 西 不 等 式 有 

[X be 008 +0) 2X be E beb? + ë) 


因此 ,只 要 证 
(a +b" +e +3абс)# 22Y be- F belb + e) Ф 
今 用 定理 2 中 的 推论 3 证 明 式 @. 记 s, = Уа = la = У Бс, = abe, 
RAR O 经 整理 后 得 


(1 735 + 65)! >25(5 -2% - 5) 
iu = ا آل‎ = DS ›, > L3 a 


ê ie 4v) > 20 = (2 +67 +2w - 6n") | 


w (4w – 20? + 332 - 20w +4) = 0c» 
w'(2w - 1) (w -2)? 20 
HR Фаз. 故 式 (19) RIE. 
例 4 GRE Vasile Cirtoaje 主编 的 (Algebraic Inequalities, Old and New 
Methods》) lt a,b,c € R' ,求证 
1 1 $ 1 
ETET ETE ora) ea ETET 
(20) 


证 500) 经 去 分 母 整理 后 得 到 其 等 价 式 
У, 41250 У ay +25 88 -5Y, 4 Y be -sabc a] > 
125 Y а Y, - 2Sabe У, -25 y be у, be" + 
Sabe Y, a Y, bc - 141282 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 9e 


Primary Inequality Proof 


Ws = Ja = la = E be,s, = abe,W| 
X4 45-24 Уа = sf 365 +35, be = d -255 
代入 上 式 ,并 整理 得 
2533 - 1555s, + 345515 — 54518, — 2705) + 108133; > 
125515] - 2755) - 275s]s, + 6305,55, - 216513 
2583 ~ 155818, + 221з}з, + 2208182 + 582 ~ 5225,55, + 21614 > 0 


即 
25 - 1553, + 2205 + Ss} + (221 - 522s,)s, +2164 > 0 ° 
i) ма = le > Lans 
1-35 = (Ea)! -3y, ie 20 
所 以 221 - 522s, > 0 


记 w = /Г=З < Ms, = 1-57 > 二 ,由 定理 2 推论 3, 得 
= 25 _ 155(1 =- 好) ,220(1 -w)* SU -w)? 
ADE = 25 $e 7*9 Mm s 
2 
(47 + 174w^)s, +2164 > 25 _ 50-0), 


220 ils 5 l-u? T 


7 
47 +1744?) (1 - 3u? - 2w* 
21 £ 


8(1-3w -2w°)? _ 
27 p 
ZG = Mw + 25ш° ~ 284? + 3°) = 
2 
SUO 729) (5 - 40 + 17w? + 6,7) +15ш°] = 0 


(注意 1 -2w 20). 
iD) ма = Yb < Tt 


式 @ 左 边 25 - 155, +2201 = 22001 -)* X. 
31 
aG- 1° 5 -o 
综 上 i), ii) 知 , 式 (20) 成 立 . 


BS 〈( 自 创 题 ,2005.12.04) 设 a,b,c € R', Babe = 1,0 
(2/5 -3) -9(6/3 - 5)abc + 108abe Y, be > 0 (21) 


当 且 仅 当 。 = 6 =e = Lo bti Hr P mF, 


式 (21) RES. 
证 记 w = (Sa) -3 = 1 -3X e M Y be -Los 
w < 1) ,由 定理 2 的 推论 3, 有 
式 (21) 左边 = (23 -3) - 1906/5 -5) - 108 Y, óc]abc = 
(2 -3) - [88 -5) -108 јаве = 
(2/3 -3) - (54/3 - 81 + 36u? (abe > 
(28 -3) - (548 ~ 81 + 36и?) OIM. 
vi 18831 208 -3)w + Bw] = 
мо کے ۔‎ -Bu 6834) >0 
《注意 到 0 < w < 1) 当 且 仅 当 w = 0 或 w 27 pf estt. 即 当 县 仅 当 


asb =e = E Rabe 1 5 spp tr ni son) 


取 等 号 . 
Ë ”本 题 创作 思路 : 设 参数 和 A > 1, 使 
(А 7 1) - 27Aabc + 8labc У, bc =0 
成 立 , 定 理 2 的 推论 3, 有 


4 -2u - 3u? + 2w^ 
3-20 


ВЗАРА ЕНА 75 А = 86-5, ga „2—8, 
#16 〈 自 创 题 ,2007.09.18) a,b,c € R' Ha +b c =1, 则 
2-4, i <81 (22) 


Az 


MEN a = =e = g Rabe 中 一 个 等 于 了 ,其余 两 个 都 等 于 车 时 , 式 
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Primary Inequality Proof 
(22) 取 等 号 . 
证 由 

式 (22) 40 Y, bc)? - 15abe + 81(abe)* > 0 Ф 


记 w = 1 -3Y ie BY be = 301-407) 0 < w <1, 则 由 定理 2 的 推 沦 3 


得 到 
2 
abe < +20) (1 - w 


е арр - C220 cay +81 „зва ш ° 
(L340 +w)? 251420) + (1e 20)'(1 = у 
“асыра 2w)? 20 

当 且 仅 当 w =0, 即 a = b=。 = pate + Mabe HETÊ, JR 

两 个 都 等 于 二 时 ,上 式 取 等 号 , 即 式 (22) 取 等 号 


例 7 (浙江 陈 计 老师 ,2008. 01. 21 提供 ) 设 实数 а,Ь,с Уа = 9, 则 
6F a < abc +26 (23) 
HERY a,b, 中 有 一 个 等 于 1, 另 外 两 个 都 等 于 2 时 , 式 (23) 取 等 号 . 
证 ”由 题 设 ,可 将 式 (23) 写作 齐 次 式 


А ; 
6X«- À* casas X. 


9 
由 此 知 ,要 证 式 (23) ,只 要 证 
(18 Za‘ Уа? -27abc)! < 676( Xo» ° 
WERO, $ Za = 1 记 w = / (Yay -3 be = 1 -3 Fe >0, 则 


n 
Ув چا‎ 


根据 定理 2 的 推论 3, 有 
be > L = 32 -2w) 


^ 27 


因此 ,要 证 式 O, AME 
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{su -2a D) - (1-3-2) «6761 -Are 
27(5 +154? +247) < 26°(1 + 22)” 
式 加 右边 -左边 = 1 + 6w? - 54007 + 2 037и* -1 620w’ + 5 300w = 
(1 - Sw)? (1 + 10w + 8lu? + 20v + 212°) > 
0 
RD RIL, HAR QD 成 立 ,从 而 式 (23) 获 证 ,由 以 上 证 明 易 得 其 取 等 号 条 件 . 
注 ; 我 们 还 可 证 明 以 下 三 个 命题 : 
L a,b,c CR, BY а = 3, 则 
abe > ук-2>=3ўа-8 
当 且 仅 当 a = b = c = 1 时 取 等 号 . 
2. Babe CC, B Y а = 2, 则 
2% 2 Y bc -122Ya-4 
当 且 仅 当 a,b,c 中 有 一 个 等 于 0, 其 余 两 个 都 等 于 1 时 取 等 号 . 
3. 设 a,b,e ЄК, Уа = 9, 则 
ас 22У, 5-4, а +8 26У а -26 
当 且 仅 当 a,5,c 中 有 一 个 等 于 1, 其 余 两 个 都 等 于 2 时 取 等 号 . 
例 8 《〈 自 创 题 ,2006.02.22) 设 a,5,c ЄВ”, 
(Уа) =8 Ibe + 30be 
当 且 仅 当 a = b = с,й a,b,c 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 取 等 号 . 
证 ids = Уа =1,, = Ebes = abc J) 
Уа =1 - 2s, Eb? 254-355 435 
代入 原 式 ,并 经 整理 得 到 与 原 式 等 价 式 
1-65 + 1232 - 165 + 243, -273 =0 
设 w = /1-35(0 < v <1), 由 定理 2 的 推论 3, 得 到 


o 


° 


- up E M. 
۸8 ۵ را .12+ 1-6.15#> لد‎ 6 (15 +24. Lm. 


1-3w -2w _ 
27 
w'(4 - س12‎ + Зи? + 4v! + 12w*) > ج0‎ 


w'(1-2w)'(4 + 40 + 3ш?) 20 
上 式 显然 成 立 , 故 式 CD 成 立 , 原 式 获 证 . 由 以 上 证 明 过 程 易 知 取 等 号 条 件 . 
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参数 法 证 明 不 等 式 


人 入 参数 ,再 应 用 已 知 基本 不 等 式 进行 放 缩 , 最 后 ,根据 取 等 号 条 
件 来 确定 所 选 的 参数 值 . 这 种 应 用 参数 法 求 极 值 或 证 明 不 等 式 ， 
有 较 大 的 灵活 性 . 

例 1 Еа? +b" -kab = 1 e + dî -ked = 1,a,b,e,d, 
五 k€ R,BI kl < 2 ,求证 


第 在 stent tien scott rota 


| اھا - م‎ > zi a) 
2-k (a-B(e-d) pp betad y 
MENTE = (ob) oed)! = ae tod PAO Ж 


等 号 . 
章 证 ” 设 参 数 :x 0, 同时 应 用 柯 西 不 等 式 ,有 
41 ас-541? =| (a «b)(c- d) *(a-b)(c«d)V = 
Кае, аенда 


габа +b)? + (a - ]رہ‎ + (ed 让 = 


【(P+1)(o +) + (22 -2)ab 
(2 +1)(e? + dà) + (2F -2)ed 
rd 


注意 到 所 给 条 件 ,可 令 
22 -2 
F +1 


qp? = 了 人 代入 上 式 不 等 式 中 , 则 有 


=-k 
3 
41 ас - bdl? < (P +1) [à +h 27-2. 
2+1 
" A 
0020220). 
t £ +1 


CEU Gr + P kab) (é ed = ked) = 


(ё +1)" __16 
ё ACH 


例 2 (Ве, 1989.04.06) a,b, c 为 已 知 非 办 实数 ,=,y,zv € RU 
аан < GTI dc rl 2) 
a А 
HRHD = ш, = PL = то Да? = В = u u = 
TUG ++ + Vae EE) 时 , 式 (2) KES. 
证 бавли, 
Залу + 2byz + 2ew = | (аах)? + (L)? - (аах - Ly']* 
а а 
[ов + (Wy -+ 
[GO + (m? - CE: - aaw)?] = 
dés + (Д) + 
G + E + аб - (аах - $)? = 
By -让 - С = ааш)? 
: 
تت چ‎ = k +P = = u > 0, 由 此 消去 a, 8, BIR u OE 
u“ - (a^ +b e) +a = 0 


ЖЕНЕН = Lv жо) +B + /(a сс) «b. Pt 


жокей 
不 等 式 研究 


2(axy + byz + ew) S u (2 + + +u) 
即 得 式 (2) ,由 以 上 证 明 过 程 可 证 取 等 号 条 件 . 
ж ”以 上 例 1, 例 2 可 参见 (中 学 数学 教学 (上海)1989 年 第 5 期 , 杨 学 梳 
文 :“ 用 参数 方法 求 极 值 及 证 明 不 等 式 ”. 
例 3 《 自 创 题 ,1988. 11.03) 设 x € R,a > 1 为 常数 , 则 


-a «20a +8 + (а + Ва) Va! +8 


Г sin z * (cos z + a) | < 3 G) 
iE 引入 参数 A, 则 
[sin s (ева +a) J? = УЕ. (Acos z + Aa)? < 


i 
Se (A? + a) (cos +?) = 


eins (сора +A?) < 
A sa 1+ 
er 
由 不 等 式 取 等 号 条 件 , 令 
cx A 
| Жа 
sin'x = сох + А? 


REA = F-a +a Ya +8), FE 


Asa (1+2 -a! +204 +8 + (а? + 8a) a +8 
x 237 32 


即 得 式 (3). 
@4 《〈 自 创 题 ,1989. 11.26) 设 四 面体 4,4,4,4。 四 个 面 的 面积 为 5, ,5,， 
Sy S ERAH V,a, ,za ,ty ,x 为 任意 正 数 , 则 
i) 
2151 + x +12352 + a SI > 
э 
BE eye, + mnn, + mayt, tanm) VE (4) 


ii) 


EAS + nn EET + луба р 
55,55, ж 221 ачы и (5) 


证 记 
F = AA; AMS = AA; x AAS, = AA, ХАА, = AA; x AA; 
则 


s = АА; кА, = (AA. - AA) x (RA; - AA) = 
AA XA; + AA, x AA, + A,A; x Ads = 
کو‎ 20,—JÀ BT 
an = Jian) + (an а SO! + (ey Лаа RO 
xD? Ns as? + [AG t mn) - 2f Anas 105^ O 
另 一 方面 ,根据 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 及 向 量 不 等 式 
Val 81-0021 (a xb) êl 
有 
Cari Vas) 3 OPE = SERR + Ca ат), > 
3C Га a) * (a a = йуж RO! * (a ву = /Amas RO > 
3U (YER - Ars sO x (aa э; = IA s) * (убуз = йк sO) 115 = 
3U ужу A (aan + луш + xx) 1E [1 (т ху) 57118 @ 
由 D. 两 式 可 以 得 到 
а (У x 2 ex 5) + [AG tnr, + aa) = 2R > 
ЗІ mx - МА Gum + xx, жы) 108 D GL xS) ^S Ф 
为 了 确定 参数 和 值 ,我 们 令 
Абеу ism nm) Df sts = x, 


可 求 得 
ук Мне + Уыз t Xun * Xu + ылу 
жалу + жул XS 
代 A 式 轿 并 整理 ,得 到 
(5) + (85! + (82) 6x! > 
Злу + улул, Ж ann + луй) ° [1 Ж, зүү! JF 
但 由 于 
Iss, = 1 (АА, ALAS) x (AA; x AA + (АА, x AA) l = 
O (ДА; AA AAT = 
(6и)? 
因此 得 到 式 (4). 


再 用 хуй! SSS SSS crisis 分 别 置换 式 QD 中 的 x ‚л, ‚л, x, 并 
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整理 便 得 到 式 (5). 

ж 1 本 题 创作 时 间 为 1989. 11. 26,“ 关 于 四 面体 的 两 个 不 等 式 ” 发 表 于 
《安徽 教育 学 院 学 报 ( 自然 科学 版 )》,1991 年 第 1 期 ; 另 一 证 法 见 《中 国 初等 数 
学 研究 文集 》( 杨 世 明 主编 ,河南 教育 出 版 社 ,1992 年 6 月 出 版 ). 

2. 式 (4) 较 笔者 在 文 "关于 四 面体 的 一 个 三 角 不 等 式 及 其 应 用 "( 杨 学 枝 、 
林 章 入 主编 ,福建 教育 出 版 社 1993 年 7 月 出 版 ) 中 如 下 不 等 式 要 弱 


±5 +0192 + SI + x S: > лд xs A MS xxu AS AS + 


aA + зА А + as ADT HY. (6) 
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三 角 几 何不 等 式 


E 


>“ 


dud 


А 

近 十 几 年 ,在 我 国 不 等 式 研究 中 ,对 几何 (尤其 是 三 角形 ) 
不 等 式 的 研究 相当 红火 ,也 取得 了 大 量 的 新 成 果 . 本 章 专门 介绍 
近 几 年 我 国 在 三 角 、 几 何不 等 式 研究 方面 所 得 到 的 一 些 新 成 果 

例 1 “假设 P,Q,R 分 别 是 ДАВС 的 三 边 BC,CA,AB 上 三 
点 , 且 满 足 

AQ + AR = BR + BP = СР + CQ E 
则 
PQ + QR +RP >} a) 


证 “如 图 1 所 示 , 记 BC = a,CA = b,AB = <, 由 已 知 有 a + 
b +e = 1. A R,Q 向 直线 BC 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 W,N, 则 
QR > ММ = а - (BReos B + CQcos С) 
( 当 B 为 钝 角 时 , 则 NM = a + MB - NC = а + BReos(180° - 
B) - CQcos C =a - (BRcos В + CQeos С)) 同 理 
RP > b - (CPcos С + ARcos A) 
PQ > c - (AQcos А + ВРсоз B) 
以 上 三 式 相 加 ,得 


Primary inequality Proof 


QR + RP + PQ > (a +b +e) - [(AQ + AR) cos A + 
(BR + BP)cos B + (CP + CQ)cos C] = 


1 - (eos A + cos B + соз C) 
由 于 cos A + cos B + cos C < S.B 


QR+RP+PQ>1- 


图 1 
由 上 可 知 , 当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 ,而 且 P,Q,R 为 各 边 中 点 时 , 式 (1) 
取 等 号 . 


Ж 1. 关于 本 题 ,有 其 深刻 的 背景 ,可 参阅 杨 之 所 著 《 初 等 数学 研究 的 问 
题 和 课题 yP297 ~ 298; 或 参阅 (数学 通讯 }1991 年 第 2 期 “问题 征 解 ”栏目 杨 学 
枝 解答 及 编者 评语 ;或 参阅 《中 学 数学 教学 参考 》( 陕西) ,1992 年 第 6 期 , 杨 学 
枝 文 “一 个 几何 不 等 式 的 再 加 强 ” ;或 参阅 《数学 通讯 》1996 年 第 10 期 , 杨 学 枝 
文 “从 一 道 命题 谈 起 " ;也 可 以 参阅 杨 学 枝 主编 4 不等式 研究 》( 西 藏 人 民 出 版 
社 ,2000 年 6 月 出 版 ) 一 书 和 本 书 中 杨 路 教授 写 的 “ 序 " ;还 可 以 参见 (UNIV， 
BEOGRAD. PUBL. ELEKTKOTEHN. FAKser. Mat. 4(1993).25 ~ 27. 陈 计 与 
杨 学 核 文 ; “ON A ZIRAKZADEH INEQUALITY RELATED TO TWO 
TRIANGLES INSCRIBED ONE IN THE OTHER". 

2. 由 以 上 所 得 重要 不 等 式 


QR + RP + PQ > (a +b +e) = (a +b + c) (cos + соз B + cos C) 


(2) 
可 得 较 式 (1) 更 强 的 不 等 式 


(QR + RP + PQ)? > 580 + СА + АР) (3) 
3.《 福 建 中 学 数学 》 ,1996 年 第 4 期 . 杨 学 枝 文 ;对 一 道 猜想 题 的 证 明 ” 
中 ,用 与 式 (1) 的 类 似 证 法 ,给 出 了 
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RP - PQ + PQ + QR + QR RP > (BC + СА + AB) (4) 


其 中 ,P,Q,R 分 别 为 BC,C4,4B 边 上 的 周 界 中 点 . 

例 2 (改编 题 ,2005.09.20) it P J ДАВС 内 部 任意 一 点 ,4P,BP,CP 的 
延长 线 分 别 交 ABPC, ACPA, AAPB 的 外 接 贺 于 另 一 点 4',B',C". 记 BC = a, 
СА = b,AB = c, LBPC = a, 2СРА = B, ZAPB = r, 

PA' . РВ' * PC' >ЗРА+РВ+ РС (5) 
当 且 仅 当 PAsin а = PBsin В = PCsin y 时 , 式 (5) 取 等 号 . 
证 ”如 图 2 所 示 , 设 ABPC 的 外 接 圆 半径 为 R, 连 4'B,4'C, 由 托 罗 密 定理 
有 
PB‘ A'C + PC‘ A'B = PA' + BC 
应 用 正弦 定理 ,上 式 又 可 写作 
РВ. 2R,sin ZA'PC + PC - 2R,sin LA'PB = PA' + 2R,sin L BPC 
即 PB * sin В + PCsin y = Ph'sin а 
同 理 可 得 
PCsin у + PAsin а = PB' • sin 8 
PAsin а + PB + sin B = PC'sin у 
因此 得 到 
РА’. PB' - PC'(sin asin sin у) = (PB * sin B + PCsin y) 
(PCsin у + PAsin a) (PAsin a + PB · sing) > 
ВРА + PB - PC(sin asin Взіп y) 
即 得 
PA' > PB' - PC' z ВРА ° PB PC 

由 上 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 PAsin а = PBsin B = PCsin y 时 , 式 (5) 取 等 号 . 

在 式 (5) 中 ,分 别 取 P 为 SABC 的 外 心 、 内 心 、 重 心 ,锐角 三 角形 垂 心 时 , 便 
得 到 “一 道 IMO 预选 题 的 探索 ”( 苏 化 明 . 一 道 IMO 预选 题 的 探索 []]. 中 等 数 
学 ,2005(9) ) 一 文中 的 诸 结果 . 

Ë 1 关于 式 (5) 的 背景 及 证 明 可 参阅 (中 等 数学 》 (天津 ) ,2006 年 第 5 
期 , 杨 学 枝 文 :一 道 IMO 预选 题 的 推广 

2. 重庆 市 合川 太 和 中 学 沈 表 老师 于 2008 年 1 月 31 日 向 笔者 提出 如 下 猜 
想 : P 是 四 面体 4BCD 内 一 点 ,射线 AP 交 四 面体 PBCD 的 外 接 球 于 另 一 点 A’, 
类 似 地 得 到 B8',C',D', 求证 

РА? + PB' - РС' -+ PD' > 81PA - PB + PC + PD 
此 式 证 明 可 见 第 八 章 “练习 ” 题 120 的 解答 . 
443 (H@J8,2006.01.01) # AABC 三 边 长 为 BC = а,СА = b,AB = с, 
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图 2 
外 接 加 半径 为 ,内 切 加 半径 为 r, 记 Q = [T 2 


(6) 


1008455, 2 ,2 中 ,有 两 个 相等 时 , 式 (6) KAF. 
证 іс 
ر‎ = ПЁ + رع‎ = Пё, = ع‎ + 


a a c 
则 经 计算 有 


л + +y =0 
Yas + yy + yun =- E * ie 
HIN = Ze -£a + #0 
由 此 可 知 , ys 是 方程 
y-a-£«10»-Ze«$0420-0 Ф 
的 三 个 实 根 . 根据 三 次 方程 有 三 个 实 根 的 充 要 条 件 可 以 得 到 
gepa 0-1-417 «0 Ф 


m ag! - (8 + Sg +40 - y >о 
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等 价 于 


Qe -2- + - 6 +157020 -2- + + 
Gep 3) >0 
另外 易 证 


20: - -2-0,5 [La +) <o 
E -2 [ka +) <o 


即 得 式 (6). HARASA D 有 重 根 时 , 式 @ 取 等 号, 即 当 且 仅 当 — c 


因此 有 


s =b 中 ,有 两 个 相等 时 , 式 (6) 取 等 号 

注 1. 由 式 (6) 可 以 得 到 

Du. „гыс o‏ - هعد 

当 且 仅 当 давс 为 正三 角形 时 , 式 (7) 取 等 号 . 

2. 式 (6) 及 其 证 明 可 参阅 (福建 中 学 数学 》 ,2006 年 第 4 期, 杨 学 枝 文 :" 三 
角形 中 关于 | 和 | 的 一 个 不 等 式 ” 

例 4 СЕ, 1986. 4. 22) 加 权 正弦 和 不 等 式 :对 于 任意 实数 x,y,z, 任 意 
正 数 u,v,w 以 及 任意 A4BC, 有 

2(yzsin А + zxsin B + xysin C) EI m Www + ши + ио (8) 
ЩЕ x: у: т = сов А: cos B: cos C Hu: v: w = cot A: cot B: cot СВЇ, 


式 (8) 取 等 号 . 
证 


A(yzsin А + zxsin В + xysin С)? < 4(wo + wu + uv) 
(ain + 57 + EY asc) < 
(m жиш e) (+ 人 + 

Ж “这 里 应 用 了 一 个 重要 三 角 不 等 式 : 

Ў х,у,2,а,В,у € R, Ha +8 +y = (2k + 1)x (k € 2), 
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yzsin'o + zxsin28 + xysin^y < io +y +z) 
MANM z: y: z = віп 2а: sin 28: sin 2y 时 上 式 取 等 号 . 
本 例 及 其 证 明 可 参见 《中 等 数学 》,1988 年 第 1 期 , 杨 学 枝 文 :“ 一 个 三 角形 
不 等 式 的 再 推广 
945 在 锐角 ДАВС 中 ,求证 
F'n Жап C> У, соё £ [2 


当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 , 式 (9) 取 等 号 
证 ” 先 证 局 部 不 等 式 


tan Btan С > cot £ 


由 于 
_eoa(4-B) - cos(A +B) _ 

tan Atan B = oos(4+B) + cos(A - B) ^ 
cos(A = B) + cos C _ 
= cos C + соз(А - В) 

2eos C 

[е S essc? 
2cs C ]- 1+ e08 C | „С 
err ber = °% 2 


m tan Bun C > co? $ 


[1+ 


^ A 
所 以 Fan Buan C> Yes 
当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 时 , 式 (9) 取 等 号 , 
例 6 《 自 创 题 ,2005. 06. 10) 设 四 面体 4:44, 体积 为 Y, 它 的 四 个 顶点 
А, ‚А, ‚А, ‚А, 所 对 的 面 的 三 角形 的 内 切 圆 半径 分 别 为 n, ,ri ,ry,r ,面积 分 别 为 
Si SaS, Sa 
(5, +5, +S)? - > h (10) 


МАЧ ИНА, -А,А, -А, ‚А, АА -A,A m -A 的 平面 角 相 等 时 ， 
式 (10) 取 等 号 . 
证 如 图 3 所 示 , 设 二 面 角 4 -AA -A,A -AA = A,A, = AAA, -А, 
的 平面 角 分 别 为 a,B,y, 从 4 作 4H 上 PH AAA REN H, MA fE A,B L 
AA EEH В, BH, MH A, -AA - A, 的 平面 角 为 LABH = a, 于 是 
АН = A,B > sin a 
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因此 ,得 到 


АНАЈА, = 25,sin a = 2,/(S; + S;eos a) (S, = Зусов а) Ф 
LER 

АН. AA, = 2 /(Š; + Зусоз B) (S, = S cos B) Ф 

A,H + A,A, = 2 /(Š, + Sucos у) (Š, = 5усоз y) ® 


XQ «GJRERSIAR = SO AWT AAAA, B) AAA, +AA + 


AA, = 玖 :以 及 空间 射影 定理 ,同时 再 应 用 柯 丁 不等式, 得 到 


p 
1 


x = 2[ JS; + S,cos a) (S; - соза) + (S, + S,cos B) (S, = S,cos B) + 
1 


(S, + $усов y) (S, = S,cos y) ] < 
2/(S, + S,cos а + Š, + S,cos B + S, + S,cos y) (S, = S,cos а + Š, ~ SycosB + S, = Sen у) = 
2/($ + $, + $, +S) C S, + S, + Š, + S) 
即 得 式 (10) ,由 柯 西 不 等 式 取 等 号 条 件 易 知 , 当 且 仅 当 
5, + 5усова S,*Scof S, + S,cos y 
S, = S,cos a ^ S, -Seo 有 S, = Sucos y 
即 有 cos а = cos = cos y, 也 就 是 a = В = y 时 , 式 (10) MES. 


4 


^P 


Aa 


^ 


图 3 

注 ” 见 《中 学 数学 研究 )( 广 东 ) ,2005 年 第 9 期 , 杨 学 枝 文 :“ 关 于 四 面体 
的 一 个 不 等 式 ”. 

例 7 《数学 通讯 ) ,2006 年 第 5 期 , 谭 志 中 文 :一 个 含 双 参 数 的 分 式 不 等 
式 及 其 应 用 ” ,在 结束 时 ,提出 猜想 : 

х,у: ER',a,b,c € R' p > 2:2 0, 则 有 

za _ ر‎ P „ s plbetca+ab) - (2: + p) (a: +0 +) 

x py ty prs tz + px (p * (p - 20) 


(11) 
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( 注 :原文 : > 0, 可 放宽 为 : > 0). 
EGA = Тш =» = Тур = ли = т, ВИСА) ,并 经 整理 得 


到 与 之 等 价 的 以 下 命题 . 
命题 1 а,Ь, c Apv € R',EAw =1,Xn > m >0, 
а? y è 
mA tm +2лш m +2n ” 
2n(be + ca + ab) - (n + m)(a! + P +è) Ф 
(2л +т) (п-т) 


nh hh 


ERG, HERR =P = s = uns € R' RARO, 
并 整理 得 式 O 的 等 价 式 
па? às пе 
тїї +2лгуг, тй +2лгу, тй *2nnn 
2n(bc + ca + ab) - (n +m) (a? +0 +) Ф 
(2л + m) (п-т) 
要 证 式 @, 需 用 到 以 下 引 理 . 
引 理 1 《〈 自 创 题 ,2005. 06. 01) 平面 上 , 设 AABC EMK BC = а,СА = b, 
AB = “, 面 积 为 4,P 为 ДАВС 内 部 或 边界 上 任意 一 点 ,点 已 到 三 边 BC,C4,4B 
所 在 直线 的 距离 分 别 为 n rmn € R',Bn > m > 0, 
4(n - m) (2n + m)A! > [2n Y be - (n + m) alim Y, + 2n Y rn) 


a2) 
当 且 仅 当 2n Y be - (n +m) Уа > 0,8 
n _ n ` n 
In(-a*b-*c)-mal |n(a-b*c)-mb| |n(a*b-c) -mel 
时 ,， 式 (12) KES. 


以 上 引 理 证 明 可 参见 (中 学 数学 》( 湖北 ) ,2005 年 第 10 期 , 杨 学 枝 文 :“ 平 
面 内 一 个 含 参数 的 动 点 不 等 式 ”. 
在 式 (12) 中 , 令 24 = na + rb + mc, 可 得 到 以 下 等 价 的 引 理 . 
引 理 2 a,b,c, rr € R',n > m >0, WA 
(2n + т) (п = т) (па + b + ђе)? > 
[2n(be + са + ab) - (n + т) (а? + «e)] 


{т(} + +) *2n(nr + rr, + n7)] [o] 
当 且 仅 当 2n(Bbe + ca + ab) - (n + т) (а +6 + e) >0, 且 
n _ n к n 
In(-a+b+e) mal in(a-b*c)-mb| I n(a +b -e) -mel 
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时 , 式 回 取 等 号 . 

由 式 图 ,并 用 柯 西 不 等 式 , 即 得 式 @, 从 而 可 得 式 (11). 

Ж AFRO) 的 证 明 可 参见 杨 学 枝 文 “ 对 一 道 猜想 不 等 式 的 解答 ”， 
《中 学 数学 》( 湖北 )2007 年 第 2 期 

例 8 《〈 自 创 题 ,2004.02.08) 如 图 4 PR, AABC 三 边 长 为 BC = а,СА = 
Ъ,АВ = c,P ду ДАВС 内 部 或 边界 上 任意 一 点 ,从 P 作 ДАВС 的 边 BC,CA,AB 
所 在 的 直线 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D,E,F, 则 

BF - CE + CD - AF + AE‘ BD > (2 F, be - У, а) a3) 


当 且 仅 当 点 P 为 A4BC 的 内 心 时 , 式 (13) 取 等 号 . 


图 4 
证 设 PD = п,РЕ = r,,PF = r, 3 D,E,F ТЕ ВС,СА,АВ ў ERE, 
则 易 证 有 BF = LETSO E ар у BR = DEDOS В ape A stas) ,得 其 等 价 
式 


十 B €. 
route» lera уш) 


Man = = m = yer = z, 则 上 式 又 等 价 于 
X en + ЕС -° + e) + +0 - (y+ 


2»QXk-YXeXXX2€9‏ ر اا شی رت + اا تی 
У(-а+2+с)2 > У, (acit (a =e)‏ 


(= a - P -  +2ab + ас) уле» 
[E Casbsox! = QXi- Уа) У, dos 


У 10(-а+ьжо) 2. [(a-b +e) +(а+&Ь-с)]| > 
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Ow- ga): gettare T 
ERER e»)! + (v + Ape + A +p)! > 2 / Xp * / Xi OR 
第 一 章 “等 价 变 换 法 证 明 不 等 式 ” 例 ! 中 式 (2)) HPA = (=a +b +e) Z, 


/ =(a -b +e) 2, = (a+b -e)Ã,A =-a +b +e =a -b +e =a + 
Г + p? ш 


b =e, EROK). 故 式 (13) MIL. 
34 D,E,F 中 有 一 个 点 在 边 的 延长 线 上 时 ,如 点 在 CA 的 延长 线 上 ,这 时 


LA ЭНИ ПЕН АЕ = Dtm „з *зезА 因此, 式 (13) 也 成 
x 


注 ” 另 一 证 法 参见 (中 学 数学 ) ,2004 年 第 12 期 , 杨 学 梳 文 :“ 三 角形 中 关 
于 动 点 的 几 个 不 等 式 ”. 
909 《 自 创 题 ,1993,07,01) 设 m rs rs 分 别 为 AA ALAS 内 任意 一 点 到 
H А.А, „АЗА, A,A, 的 距离 ,A 表示 AA, A,A 面积 , 则 
У 10У ey = (У, 


nm 


1 


) (14) 


23)35 
KILS = (a, + oa +a) , 当 且 仅 当 A4,454, 为 正三 角形 , 且 点 P 为 其 中 心 时 ， 


式 (14) RES. 
证 аке 


4 
(x + y +z)? > 4(угсов? E * m + хусов? 2) 
中 , 令 x = any = аз: = om, 可 得 
1 A 
12 ru X nne. 2 


再 应 用 柯 西 不 等 式 即 得 . 
Ë (014) 可 参见 《中 学 数学 )( 江 苏 ) ,1994 年 第 2 期 , 杨 学 枝 文 :一 个 
几何 不 等 式 的 加 强 ”. 
由 式 (14) 可 推 得 
1 1 
У рУ а)" as) 
151,65 
Я (16) 


т 38 ДАВС 内 切 圆 半径 , 当 且 仅 当 A4,4;4; 为 正三 角形 , 且 点 P 为 其 中 心 时， 
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(15) (16) 两 式 取 等 号 . 

例 10 (《 美 国 数学 月 刊 )2004 年 第 1 期 问题 11507) Wi x,y ,2 为 正 实数 , 矩 
形 4BCD 内 部 有 一 点 已 满足 PA = x,PB = y,PC = z, 求 矩形 面积 的 最 大 值 . 

解法 一 《四川 蒋 明 业 提供 ) 

如 图 5 所 示 , 过 P 分 别 作 直线 4B,BC HER, FIK AB,BC,CD,DA + E, 
F,6,H, 记 

PE =s,PG = t,PF =u 
PH = v,PD = w 


4 4 р 


Е ç a 
و کاو‎ А 
ms 
设 矩形 面积 为 8, 则 3 = (s +t) ° (u +), AWE 
жй =з 
n + = y 
PETET on 
+É = 
应 用 柯 西 不 等 式 ,有 


S = (5+1) (и +v) = (sut) + (m + tu) < 


JG ey) +) VP) 


МӘР + V = =+ ya 
另 ,由 上 方程 组 ( 兴 ) 可 求 得 w = eZ -y дщ 
Sexy +Z -y 
MEAN = 2 Bic 点 , 即 二 = LEY. 
w Лу toy n, 


А Š 
dy "T АШ ЕЗИ (ж) 可 解 得 ! = —E = ES = 


2 — yim ураш oy 
Z= ==" VERF RIBERA BUS Е, — 
М +? -六 时 ,矩形 ABCD 面积 最 大 ,其 最 大 值 为 
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artyw ary WX +: - 
解法 二 ( 周 兰 林 、 孙 世 宝 提供 ) 
如 图 6 所 示 , 设 过 点 4 作 4Q // BP, 过 点 P 作 PQ // BA XF Q, 则 四 边 形 
ABPQ 与 四 边 形 QPCD 均 为 平行 四 边 形 . 根据 托 勒 密 (Ptolemy) 不 等 式 ,有 
S = AB- AD = PQ:AD<AQ-PD+AP-QD = 


а+у VO +R 
jg ДРВС = 0,35 A,P,D,Q 四 点 共 圆 时 , 设 此 圆 半径 为 R, 则 
n 2Rsing — QD = 
tan ОАР” = tan 0 = 一 一 一 一 = = Ё 
Rint -o PA * 
о 
AM 
Pd ааа " 


图 6 

注 ”以 上 参见 《中 学 数学 教学 )( 安 徽 )2005 年 第 5 WI EREA: R 
一 类 矩形 面积 的 最 大 值 的 初等 方法 ”… 

解法 三 建立 如 图 7 所 示 直 角 坐 标 系 ,原点 为 D(0,0)，4(a,0) ,B(a,c) ， 
C(0,c) ,P(t,s) (0 <t < a,0 < s < с). 由 柯 西 不 等 式 ,有 

I РАІ "| PCI +1 PBI I PDI = Va 0) +s /P + (ез) + 

„а + (es) ° / + = V(a-t «9$ ° (es) + + 

Ve-s) + (a=) ° VF +s 2 (а -1) (с-з) +st + 

(e =s)t + (a - Ds = ac 
HEDHI = Eat, EARS. 

另外 , 易 知 有 

РА? + РС? = PB° + PD? 

求 得 PD = +R y 


所 以 1P41:1 PCI +1 PBL PDI = xz + у / +2 -y 
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ШИЖ ABCD 的 面积 最 大 值 为 xz + у V + - у]. 


由 柯 西 不 等 式 的 取 等 号 条 件 有 
actos 
c-s 上 
m = = МБ нтр АРМА ^ APNC, 因 此 ,又 有 
Жы. 
t z 
另外 ,由 PE + PP = РА? + PC 
PERI 
m 
Prestar- 
由 人 外、@ 两 式 可 求 得 
SEU "i 
ds x +? 
„„ P| m= 
EET 
于 是 可 求 得 
аса MA = JPAP = E. 
e=: = NC = JPO -PN = p جع‎ = 
因此 ,矩形 边 长 
DA cas EE rZ У) +5 
a vx +2 
120 


МЕО +2 -у) + ye 
VETI 


例 11 (2005 年 首届 北方 数学 奥林匹克 试题 ) 设 a,B,y € (0, T. 
У, costa = 1, 求 证 
2 < F(1 + coa) sinta < [](1 + cosa) (17) 


DC = 


c 


证 
Y (1 + cos'a)'sin'a = Y, (1 = cosa)? = 
3 -2 X costa + Y cosa = 
3 - 2[ У, cosa)? - 2 У, соз'Всов'у) + 
(CX сока)? - 2 У, сов сову) = 
3 - 2( Y, cosa)? +4 Y, cos'Bcos"y + 
[CX cosa)? - 2, cos'Beos'y]! - 
2( Y, cos'fcos'y)* + 4сов?асов Всов?у Y, costa = 
2 +2( Y, сон Всов?у)? 4 [Tcos'a 
由 此 易 证 式 (17) 左 端 式 子 . 对 于 其 右 端 ,因为 
E eosipeor'y < L E costa)? = + 
所 以 只 要 证 
24 EP? соёВсоз^у + 4[ [coa < [] (1 + cosa) = 
2 + Y, соёВсоёу + J] cosac 
У, ойдогу > 9[] cosac» 
X cosa Y, созї8соз?у > 9 соз^а 
由 均值 不 等 式 即 知 , 此 式 成 立 . 
注 ”由 证 明 中 知 条 件 a,B,y € [0,57] 是 多 余 的 . 


#12 ( 自 创 题 ,2003.09.25) 在 ДАВС 中 ,三 边 长 为 a,8,c, 则 
AUC = (6+ с) 0-а +b + с) а -b + с) (а +b- e) (18) 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 , 式 (18) KES. 
证 
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3k(17)es 4? > (b +c) [8 - (a - b) 1L? - (e -a)']e 
AP? m (b + e) (b+c)? (a-b)? Ce- а)? - 
I (b c) (5 - a)? = (+ с) (e - a) 
(bec (b-ay + (b + с) (с-а)? > 
Ve (be) + (b +e)? (a - B) Ce - aes 
[P (5 + с) (b - a) + Pe(b - a)! +P (b - а)?) + 
Llb + с) (с-а)? +b (e-a)? + Pe (e - ay] > 
[Bob - a)! + (a - c)! + 2(6 -a)(a-e)] + 
(Б + c) (5 - a) (c-a) 
(E (b + e) (b - a)! + (+ е) (с-а)? - 
(5 e)(6 - a)(e ау] + 
belb? (b - a)! + (e - a)! +2be(b - а) (e - a)] > бе» 
(b +e)[b(b +e = a)(b -e + a)(b - a)? + 
clc +b -a)(e -b +a) (e - a)*] + 
be[b(b - a) + с(с-а)] >0 
此 式 显然 成 立 . 
注 1. 式 (18) 等 价 于 
2Rw, > a(-a +b +c) (19) 
其 中 ,R 为 SABC УЙЕ o, 为 。 边 上 的 角 平分 线 . 
下 面 对 式 (19) 再 给 出 一 种 证 明 , 先 证 以 下 引 理 . 
引 理 AABC 中 ,三 边 长 为 BC = a,CA = b,AB = e,BC 边 上 的 中 线 和 角 
平分 线 分 别 为 m。,z。, 则 
Ато, > (a +b +c)(-a +b +e) (20) 
XS b = c 时 , 式 (20) 取 等 号 (或 退化 情况 :a -b+c =0 或 a+b~c = 0). 
证 


式 (20) e» 4(20 + 2e" - a’) > (b + с) (aebsc)(-absc)es 
4be(a & be c)(-a +b +c) +4be(b - c)! = 
(b*c)(asbsc)(-asbsc)es 
4be(b - с)? - (a +b +e)(- a +b +e)(b =e)? 20e 
(a-b*c)(a*b-c)(b-c) 20 

今 证 式 (19) ,由 式 (20) 知 ,只 要 证 
28а +b +e)(=a +} +) Soc a+b + e) 


4m, 


R 2a 2r 


m, arbre h QD 
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Primary Inequality Proof 


XH A, 为 BC 边 上 的 高 ,有 
式 (21) e» abe Y, a > 2am, 44е (a +b + e) > 
[Ga +b+e)(-a+b+e) +(®-с)%1[[(-а+ь+с) 
4x--atbtey-a-bsescasb-cer ya € RB 
xQDe (х + у) (а +2) а +y +z) > 
16х2у:(х +y +z) + 4xyz(y - 2) ee 
[G -y)? +4«y][ (x - 2? + 4xz](x +y +2) > 
16?уг(х + y + 2) + 4xyz(y - 2)" es 
(x+y tz) (x = y) (x 2) +4[зу(х - z)? + x(x - у)*] 
(z +y +z) > 4xyz(y - 2)? 
ня, ПЕ 
[y(z -:)* +z(z - y) 0x +y +z) 2 yy - 2)" (ж) 
因为 3 
[ylz - 2)" «x-» (= +y +) > 
[у(® -)* «z(s-) 068) > 
x - z)? 
FUARA) RI. 
2. 对 于 式 (18) ,不 知 是 否 有 以 下 更 强 式 
4ale SAFa) (-a +b +e)" (a -b +e)(a +b -e) (22) 


3. 注意 到 4( У а)? > 27a(b +e)" MR (22) 比 式 (18) 38. 
#113 ( 自 创 题 ,1998. 09. 23) 在 A4BC 中 ,三 边 长 BC = a,CA =b,AB = 
с,ВС Ў E fr т,, LA 平分 线 为 w。, 则 


m, =, > fcm (23) 
MBs = 时 , 式 (23) 取 等 号 . 
证 一 
Ь-с)? 


2023) ото, >ш *à s? 


bela +b + с)(-а +b + с) 
> ba +b е) (а +b +e) 
une (b + с)? " 


Vk(asbrc)-asbtza ul 
2(® + e)? Хоа 


(a+b +e)(-a +b +e)[1 - GZS] + 
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Vica + to (arb Fe) ¢ Qu, 


20 «cy 
Ame, - (a +b +e)(-a +b +e) > 
J(axb*c)-asbsc)-(b-c) 
(0 +e)? 
[2/bc - /(a +b +e)(-a +b +e)] = 
Сау (аре). (a -b +e)(a +b =e) * (b -0* (yx) 


(b +e)" (ale + /(a +b +e)(-a +b +e) ) 


а a а 
4m,u, - (a +6 +e)(-a +6 +e) ا‎ 


Aa +b +e)(-a +b +e) (6 -9] و‎ ee -(a+h+e(-a нвн? 


另外 ,有 


Anu, + (a +b +e)(-a + +e) 
(a+b +e)(=-a +b sofia +b +e)(-a +b +e) 660-6) - (P +O (o +b +e)(-a eb] _ 
(bec lán w, + (a +b +e)(-a +b +с)] Е 
(asbec)(-asbsc)(a-bec)(asb-c) (роз 
(b e c) [4m,u, + (a +b +e) (- a +b +e)] 
FERO) 又 等 价 于 
(a+b+e)(-at+bt+e)(a-b+e)(a+h-e) (y _ e)? > 
(b ec) [am,w, + (a +b +e)(- a +b +e)] 
Varbre)( -arbre) (a-b+e)(a+b-e) (y. уз 
в +e)" + VT TATE EEE TI © °° 
(a+b+e)(=a +b +e). (j iu 


dm + (a +b +с)(-а+Ь c) 


1 
2/bc + (a+b +e)(-a +b +e) 
Mb = с, (э) 显然 成 立 ,此 时 , 式 (23) 取 等 号 , 
Jib # c Rt, IRER ( X0) ,只 需 证 
(a ++) (а +b +e) 


1 

Am,u, + (a +b +c)(-a +b +c) PM. М(а+Ь+с)(-а+Ь жү 

2 /k(a +b *c)(-a*b +e) > Amu,esl > 2". 
此 式 易 证 成 立 ,事实 上 ,有 


(b c)! -4m = (bec)! - 28 -2° «d = dà -(b-c) = 
(a-b+e)(a +b -e) >0 


0-с)? (жж) 
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从 而 证 得 式 (23). 
证 二 
3k3)e 2m, - a we 


2 (b-c) au . (=F 4а +b + с)(-а + +e) 
Ani усу тат, ET cy 206 


(ax сатке (в -ei ibo). 


(ey 
Bee sh) Ca +1+29 an, (o us 
(exec sha 下 
=el as LO ug 
(bee IP Bre 
由 此 只 要 证 


(a+b +e)(-a +b +e) + (b +e)* + (b-c)? - 4m, * (bec) 20e 
4m? + (b +e)? -4m,(b +e) 2 Ое» 
(2n, - (b +o) > 0 
ito ”由 上 证 明 过 程 可 得 到 

amw- (a+b+e)(-a+b+e) = 

164° (b - с)? 

(+e) ата, EET TET ERE 00 

a-b*c)(a*b- c) 


4m,w, - (a +b +e)(-a +b +c) < 205 +e) 
Q5) 
: 
m, - u, « ZÈ (26) 
由 式 (26) 两 边 同 除 以 w。 ,并 应 用 式 (24) ,可 得 到 
m. EBU 
w, S атре) (о + Qn 
э. „| (е)? в 
umm 1- p 21- GINE 
к= (28) 
另外 ,由 式 (24) 两 边 同 除 以 wi 可 得 
EI (29) 


m, (bec) 
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以 上 (24) 5) (26) (27) 式 , 当 且 仅 当 5 = c 时 取 等 号 
EE 03) еті edil - mue, > (295, 


(b - e) 
(b + с)? 
Вто, < (а +b +e)(-a +b +e) + (6-с) + 
4be(a +ù +e)(=a +b +e) (6-0) 
( +e) (> +)? 
(а+Ь+е)(-а+Ь+с)+ 
4be(a +b +e)( a +b +e) „ 4be(h =e)* _ 
(ey (+e) 
2(a +b +e)(-a +b +e) = (a -b +e)(a +b- e) 
0)? , 4be(h = e)* _ 
(вже)? (bre) 
2(a +b +e)(-a +b +e) - 
(4-0 +e)(a +0 e) бус» 
Ато, - (a +b +e)(- a +b +e) < 
EES р 
2(b +e)" (è - ("e 
(a +b +e)(-a +b +e)(a -b +e)(a +b -e) 
(b +e) (4те + (a +b +e) (— a +b +e)] 
(ab +e)(a +b -e) 
2049 — 
(a +b +e)(=a +b +e) 1 


Amy, + (а +b +e) CEE 
4ma > (a +b +e)(-a +b +e) 
即 为 以 上 式 (24). 
例 14 ( 王 振 提 出 ) 设 1,6 分 别 是 SABC 的 内 心 和 重心 ,求证 
AI + BI + CI < AG + BG + CG (30) 
当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 时 , 式 (30) 取 等 号 . 
式 (30) 是 王 振 先生 提出 的 有 相当 难度 的 命题. 冷 岗 松 先生 在 《几何 不 等 
式 )( 华 东 师 范 大 学 出 版 社 ,2005 年 4 月 ) P46 ~ 48 介绍 了 王 振 先 生 的 证 明 . ЕШ 
是 笔者 于 2006 年 3 Л 5 日 利用 式 (23) ,给 出 一 种 较为 简捷 的 证 明 . 
证 i AABC 三 边 分 别 为 BC = a,C4 = b,AB = 其 对 应 边 上 的 中 线 分 
别 为 mu,msvm,, 角 平分 线 分 别 为 w,,w ,w, 则 易 知 ,有 


bre cta 
TIT IET, 


-oo 


-atb 
ДАТ 
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Inequality Proof 


АС = Fm., ВС = $m, сс = EJ 
由 式 (23) 及 以 上 等 式 ,得 到 


aw bad bec (b - c) 
ALBIS CL = Y, ru Ут - Xie 
FE, ARIE 


b+ b -c)y 2 
ZIais- У хатуну 3те 
2F (6 «c-22)n, 53 F (6-с) 
25 (b -e)(m, - m) «3X (b - e 
x 690-2 уу-у ою) 


2(т, + m) 
要 证 式 (类 ) ,又 只 需 证 


с+а a+b 
2(ж +m) < Rm em) Š 3G £ mo) <1 


由 于 证 法 类 似 ,只 证 其 中 一 个 即 可 , 今 证 上 面 第 一 式 , 即 
2(m *m)zbec 
如 图 8 所 示 ,A4BC 中 ,E,F 分 别 为 4C,4B 的 中 点 ,BE,CF ZF C, 
b +e = 2CE +2BF < 2(CG + GE + BG + GF) = 
2(BE + CF) = 
2(m, +т,) 
И (Эк) 成 立 , 式 (30) 获 证 . 


ms 
$415 〈 自 创 题 ,2003. 09.25) AABC 三 边 长 为 BC = а,СА = b,AB = с, 


ДАЗ и, MY 
NET erm А, 


2(а +b + с) 
ШЕН +c = 2a BE (31) 取 等 号 . 
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XGDe Yet XII 2.364 


2(a +b +e) 
de +b +e)? > Zla(b + с)? (ж) 
由 于 
4)4 кък)? sa + DES 
ambit beu. 
27a(b + c) 
DARO). 
ж ”由 式 (31) 可 得 
Уа > ZR. Gum) (32) 
У а(Ь + с) > 162(Rr)* (33) 
FI (ZFT ae.) > 33066 (34) 


VJ E v, ло, o, Я] AABC 中 LA, LB,LC 平 分 线 ,R 与 "分别 为 AABC 
的 外 接 贺 半径 与 内 切 圆 半径 . 当 且 仅 当 ЛАВС 为 正三 角形 时 , (32) (33), 
(34) 三 式 均 到 等 号 . 

9116 Bm, m, m, 为 A4BC 中 BC,C4,4B 边 上 的 中 线 . 

1) ( 自 创 题 ,2004. 02. 23) 若 A4BC 为 任意 三 角形 , 则 


minim, тт < E/F be (35) 
di) 车 AABC 为 非 钝 角 三 角形 , 则 
mm (36) 


HANH A4BC 为 正三 角形 时 ,以 上 二 式 取 等 号 . 
证 i) 设 se>5>e, 下 面 证 


l/yk Ф 


Ebe -dm = Y e-28 -20 + a = 
(a +b)(a +e) -2( + 0) = 
(a +b)(a +e) -2(Ë +è) = 
(а? + ab - 28) + (ac + be - 28) 20 
RORI 
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ж яш /ук < R + r, 因 此 ,又 有 
min|m,,m,,m,] < R +r (37) 
这 里 及 与 分 别 为 A4BC 的 外 接 加 半径 与 内 切 贺 半径 (下 同 )- 
ji) Wa < b < ,下面 证 


m >R+r Qo 
» 2 сор ہے توم‎ be IIC +0 +e) _ шк _ 
n, -AR +r)? = 27 «22 - Q 164° a+b+c a+b+c 
аў + ac + lc + bc + 30 +30 -2a'b -2а?с -2abc 4а? 
a+b+c 164° 
аў +аё + Ус + b +36 +30 -2a'b -2a'c -2abe 40 _ 
a+b+c s 


(注意 到 非 钝 角 AABC 中 ,在 a。 < b < < 条 件 下 ,有 164? = Aa P sinc > 308°) 
ъф -ep +(e =b) +30 -@) + @ e To -aF Te - 2) + Ge 40 -@) 
Xa bee) 


> 


0 
AR @ 成 立 . 以 上 4 表示 AABC 面积 . 

Ж 20036) 可 进一步 加 强 为 

max|h, hh] > R +r (38) 

ЭКН А, „А, hs 分 别 为 非 锐角 A4BC 边 BC,C4,4B 上 的 高 . ЕЕЕ: “ 5 
三 角形 甜心 有 关 的 两 个 不 等 式 ” 《中 学 数学 ?2004 年 第 11 期 . 

式 (36) 的 另 一 加 强 可 参见 第 八 章 “ 练 习 " 题 129. 

例 17 t AABC 中 ,求证 


1 
сов А - 2 


[^Y res б” 0 e» 

当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 , 式 (39) RFS. 

证 

uA cl alza +b? +e- be) 

2 .y 2abe 2 
соз В + cos C (a bh+e)(a +b -c)(b +e 
2abe 

y secs zb+e)(a +b =e) - 

(a h+e)(a+b-c)(b +e) 7 

abe =a +b +e a 
Ics? Pee Ede 
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Зађе Ж 
П‹-в+в+е) ПС ETE “也 


abc a N 
üpces 08-50-09" 


(b - cy 
a Er TC - 
DEEDES 00 
因为 
1 1 
BEIM OPI - 
a(b*c-a) + be + 2(b -c)* 

аЬ +с)(а +b -с)(а +b)(a +e) ” 

DUE ZR, MUARO) 知 ,只 需 证 


з-У; Fel 20 
m 22Y Fel 
abc + Y a(-a +b +e) 

в2- У ра Ue 77 ВОЮ) 不 小 于 零 , 式 (39) 
成 立 . 

#118 在 AABC 中 ,Ch = b,AB = с, LA 平分 线 为 w。,BC 边 上 中 线 为 m,， 
则 

= (40) 

HEDH’ = 时 , 式 (40) RFS. 

ш 

Kg! от. Pose (20 +20 -a)(b c) 


Zbc 620 = Abe bea +b + с) (-а +b +e) 
Mac plte)? „ _(b +e) (b-c) )- 
2с ас 4be[ (b + e)? — a°] 
(ь-с)' _ (b +e)? (h - с)? » 
Abc co WE dli 

-a(b - с)? 
PUR arbre) < 


证 二 由 本 章 式 (29) = < z Hi, RE 


TD 
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m 
(+e) 
此 式 由 (6 + с)* - 8be(b? + c) = (b - c) > 0 В. 
例 19” 非 印 角 ДАВС 中 ,CA = b,AB = c, LA 平分 线 为 w,BC 边 上 的 中 
RH m, R| 


Y < gi ses e)! > Bbl +) 


Bî +e" m 
zi ut (41) 
TROU = “时 , 式 (41) RFS. 
证 一 
L3 ie - (2 = (Fd) (202 +20 а?) (Ь кс)? _ 
Zbc v, a? ^ A(acbec)(casbec) ` 
(P +e) [ба +b +e)(-a +b +e) £(b-c](b +e) _ 
42 4с(а +b + с) (-а +b +e) x 
(+)! (bec) (b + с) - e _ 
de ^^ Abe ~ dk(a+b+ce)(-a+b+e) | 
СВ +ье+гёу(Ь-с)* _ (b e e)'(b = c 2 
Ape ea +b +e)(-a+b +e) 


яо) + e) - (B® + be + e)" ) y 
[ 40e (a +8 +с)(-а+&+с) Je- >o 
(HERRI +e za). 


证 二 。 由 本 章 式 (27) 
m, b-c)y 
v, S3 *t (a3 43s (-a bsc) 
知 ,只 需 证 
b-c) Pag 
1* a+ +e)(-a +5 +6) 5 2k 
此 式 易 证 ,从 上 略 . 


例 20 HERMA ДАВС Ф, LA, LB, LC EAE BS v, sss BC, 
CA,AB 边 上 的 中 线 分 别 为 mvmivm., 则 
У E < (X ext Ay (42) 
щнщ ДАВС 为 正三 角形 时 , 式 (42) RF. 
证 “车 A4BC 三 边 攻 为 6,5,e MBA, ib Ya = Беа) 
等 价 于 
у > (р ою 


ww, 
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由 例 19 中 式 (41) 知 ,要 证 式 (党 ) 成 立 ,只 要 证 
(а +) (а? e) (Fa)? 
> 40be *(Xo- IIc- ecbse) 
X2 XS Ti (xe m 


зае 4 (TO ань) 


因为 
(ya: Xe. 


(Sm ‘TI(-a+b+e) abe 
TRT E з1-(2®-зу- 
>! тае ن22‎ < 
TEE Zio- жо 


ж ”这 里 用 到 
2(b +e) > Baabe> [](-a+b +c) 


所 以 
(X2 m» Ф 


Уә [Cater 4abe 


又 因为 
9(abe)! > 16( а) = (a) Ea) 
СУУ а): [(-а+&+с) 
(Уа) 23у 


II-a +b +e) > 


所 以 
3X > Хк: ук Š 

4a) - cesso? 42 

RO + OMERO) ,从 而 知 式 (42) 成 立 , 

例 21 《 自 创 题 ,2007.01.03) W а,в € |Z EE] , RIE 


1 +3sin asin В > 2(sin'a + sinzB) (43) 
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MANY = B= Tika = F8 pRa = F8 = 到 时 , 式 (43) RES. 
证 {фе = 2sin a,y = 2sin B. th e,8 Є[Ж.,Э”]й,х,у € [12], 于 是 原 


6'6 
命题 变 为 当 x*,y € [1,2] 时 ,证 明 
4 +3ху 2 2(6 +0) Ф 
不 妨 设 2 > xz > y > 1, 则 式 @ 又 可 以 写成 
(2-3) +y) 2 -)(1 3 +y) 20 
此 式 显然 成 立 , 即 式 CD 成 立 , 故 式 (43) 获 证 , 且 易 知 其 取 等 号 条 件 . 
9422. 〈* 中 国 不 等 式 研究 网 站 ",* 几 何不 等 式 " 专栏 ,2006 年 12 月 17 R 
提供 ) VE m, m, m, 5j h, hh, 分 别 为 AABC Eih BC,CA,AB 上 的 中 线 与 高 
线 , 则 


xke: (4) 


当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 时 , 式 (44) RES. 
证 xR(44) e» Y, hmm, < 3m。mm,, 因 为 
еттт, >$ bte 
(这 里 及 下 文 “A” 表示 AABC 面积 ,上 式 可 参见 (数学 通报 》,1995 年 第 12 期 ， 
杨 学 枝 文 "一 个 三 角形 中 线 不 等 式 " ) ,因此 ,只 需 证 
Yan, < Ê. J beled У bemm, єз YU (ж) 
但 由 柯 西 不 等 式 及 中 线 公式 ,有 
4 J, ктт, < / Y, 8c - У, (20 +28 - 2) (20 +20 = a?) = 
Гува әу ва = 
3e 
Is (ЭЖ) , 故 式 (44) 成 立 , 当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 时 , 式 (44) 取 等 号 . 
923 d AABC 的 三 边 长 为 a,b,e, 相 应 边 上 的 三 条 高 线 与 旁 切 圆 半径 分 
BIA he sha h, 5 r, гут, BUE 
h, hi h 13 
+R тии um 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 , 式 (45) 取 等 号 . 
证 为 证 命题 , 先 给 出 以 下 引 理 
9] х,у: ER , 则 
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Фу +s + < куп 6 (IN? Ir -4( 2) — 49) 
HAMM r = у = :或 x =2y, = 0, 或 y = 2z,z = 0 或 z = 2x,y = 0 时 取 等 
号 (这 里 及 下 文中 * Y," ARMM). 

引 理 证 明 ”由 于 = > 7y > z 时 ,有 
Фу ورج‎ + - (жу вуд ка?) = 
(к+у+)(#-у)(у-)(х-:) >0 
因此 ,只 要 证 当 x > y > :时 (46) 式 成 立即 可 . 这 时 有 
YES iOS yr 40У н) = (Py +s +e) = 


Axi(x -y)(x 3) +4yz(y-z)(z-2) + 
жуба +z -2у)* + yix -y)! + абу - 1)! 20 


故 式 (46) 成 立 . 
今 证 式 (45) , 令 
z=-a+b+ey=a-b+ez=a+bh-c zyz ER 
则 式 (45) 经 变量 代 换 后 等 价 于 


a(z +a) 
ZE ++) >+ (47) 


Es = Lss = Yama = zM 


2 sls + 4) (4 +47 e$ + yz +35: +305) — 
式 (47) 左边 = У Ty) (a + 3e) (49 cá + P + Oya + 32 + 3y) ^ 


y Balz + z) (4a? + Ay + f + уе + ax + 38) 
(Зу + 9zx + Ixy +30) (447 + Ay? + а + дут + Зы +3зу) ` 


оу a(z + x) (40 +4у + + 9yz + За +3зу) 
(«у + 125 у) 
эў «(е +5)(4у4* +3} у: -3 +6y) _ 
4X2 +3У, у) Ф 
Ул + УУ +з) Fs -9 X. 22 +36 х 
4( X «3Y y) 
309-3) (40-5) -9 X zx - 95 6545, 
AG 88) 


因此 ,只 需 证 
(31-31) (4 -59) -3Y 2x -34 «1855, > (si +s)? Ф 
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由 于 也 zz € ss, +з] - 43( 即 式 (46) ) ,因此 ,要 证 式 四 ,又 只 需要 证 
(È -5)(44 -55) -3s5 - Ads +123 - 341 1855 2 (R +n) 
381 = 15513, + 1341 + 155,5, 2 0e 
3030 - 5818, +431 £655) + (32 - Зз) 20 Ф 

$ER @ 成 立 , 由 对 称 性 ,不 妨 设 * > у > z, 则 

s -Sin + 4 + биз, = (1-25) (5 -35) - 200 7358) = 
IESSXO0-S'-X£40-»- 

ILOa tP- > 

Horty- Gyon 
Ge à)». 

H-a (P +у 46-120 


x 4-5, -liEX4G-0 <0 
故 式 四 成 立 ,从 而 式 四 成 立 , 原 命题 获 证 , 由 证 明 中 知 , 当 且 仅 当 x = y = z 时 ， 
式 (47) 取 等 号 , 即 当 且 仅 当 a = b = с, AABC 为 正三 角形 时 , 式 (45) 取 等 号 . 

Ë 1. 在 式 (47) 证 明 中 ,如 式 (47) 左边 第 一 项 的 分 子 分 母 同时 都 乘 以 
Ag 44y + Z + 9yz + 3zx + Злу 等 式 于 ,其 来 源 是 应 用 待定 系数 方法 
کے‎ 

U+) G +3) < 

alz +)[АЁ «Ay + (À - 2 КЕ -A + - + -A»] 


(у +3 +%у e +Ay +(А- ROE AK IY 
AY (ажа) АР exa + (1-Ê +(® -) nsi 
DES 0X Ç 
4S (+) Se + (I-A) 2-7 +28] 
пема AZT I 
ыў + - rl Ys + 2 -16ў\ г-у y es: 
1 ر ر کل‎ 
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3 
Bha (É -aT 


арай «GF - 32810 - 5) = 1665 а, + GA - 163 +3255, +643, 


《应 用 引 理 中 式 (46) ). 
由 此 可 知 ,只 需 证 


1608 + (16 233), G1 = 5) 6805s - Sis +484 > 


asa d зл) е 
(16А ~ ЗА?) з* + (16 -96A 18A?) sis, + 80313; + 
c2» +144A - 2233) > 0 
H FERIA sf -555 + биз, «45 > 0, MIA - 
216 + 96А - 18А? -5 
16А - ЗА? 
BA = 4 或 4 = 生 , 易 判断 这 时 只 可 取 和 = f 

2. 式 (45) 由 江西 刘 健 先 生 提出 ,可 参见 《不 等 式 研究 通讯 》,2007 年 第 14 
卷 第 2 期 , 刘 健 文 :“ 三 元 轮换 对 称 不 等 式 的 一 个 定理 及 其 证 明 ”. 

9/24 (WE,2008.04.10 提出 ) P 为 非 钝 角 AABC 内 任意 一 点 , 记 
ZLPAC = оу, LPAB = аз, ¿PBA = В,, £ PBC = B, 2РСВ = y, LPCA y, 
w 

sin 2 sin 28, sin 2y, + sin 2a;sin 28,sin 2, < 2sin Asin Bsin С (48) 
MB 1080 PH ДАВС 的 内 心 时 , 式 (48) 取 等 号 . 

证 一 (26482,2008. 04, 19 提供 ) 根据 积 化 和 差 公 式 ,有 
sin 2a, sin 28, sin 2y, + sin 2a;sin 28,sin 2y, = 
FH- sin(2a, + 28, *2y,) + sin(2a + 28, - 21) + sin(2a - 28, +21) + 
sin( - 2a, +28, + 2y,) - зіп(20, + 28, + 2у,) + sin(2a + 28, - 2у,) + 
sin(2a, - 28, +2у;) + sin( - 2a +28, *2,)] = 
11-а +B + С) сов(аџ +В, + у = e = В, = y + 
sin(4 + B - C)cos(a +B, -yı = a -B + у) + 
sin(4 - В + С) сово, = B, + y - a + B, = y) + 
sin = À +B + C)cos( = a +B, *y +а = BÉ, -7)] = 
[sin 2Ccos( +8, = yı = m = 8; +71) + 
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Primary Inequality Proof 


віп 2Bcos(a - В, + y, = а; +8, = y) + 
зіп 24соз( - a, +В, + у +, - 8 - y] < 


sin 24 + sin 2B + sin 2C) = 


2sin Asin Bsin C 
即 得 原 式 ,由 以 上 证 明 可 知 , 4 B DU а, = о, = Ву = y ЖР 
AABC 的 内 心 时 取 等 号 . 

证 二 原 式 , 即 

4sin asin B,sin у, (cos acos Bicos y, + cos acos f,cos у,) < sin Asin Bsin C 
Ф 

( 易 知 有 sin asin B,sin y, = sin asin f,sin у,, LER 9). 

FERARO. WES R, APAA BC, CA, AB SHEER, EE 
为 D,E,F, 易 证 有 


AE ппен А др = s + eos À 


sin A sin A 
_n+ncosB yy т +лсозВ 
BPs- ang COD = дав 
Cp finem C cp ntncosC 
sin C 
ГЕРЕРО, s 
sin a,sin Pisin y, = sin osin Bin y, = p pr P 


соз a -4 cos a, =f, cosg, -2 


PA'sinA = PA -EF = AE ‘r, +АЕ ‘r, ( 托 罗 密 定 理 ) 
PB’sin B = BF ‘r, + BD ° r, 
PCsin C = CD т, + CE * r, 
将 以 上 请 式 代入 式 了 ,并 经 整理 得 到 
Аттуу ( + racos A) (r, + усов В) (т, + сов C) + 
(ry + rcos A) (ry + neos В) (r + cos C) ] < 
(È +Å +2гугусов A) (r] + Й + 2гугусов B) (И +R + 2гугусов С) 
展开 并 整理 即 得 
LA-A) +2 пи - 1) (И = ñ)eos А 206 
[n(B - A) +00 = reos B +r (A = В) сов C]? + 
[n (d - д) зіп B - (rd - ñj)sin C)? 20 
故 式 (48) 成 立 . 易 知 取 等 号 条 件 . 

Ë “1 本题 是 重庆 市 合川 太 和 中 学 沈 雪 老师 于 2008 年 4 月 10 日 向 笔者 
提出 的 猜想 , 沈 老师 在 同一 天 向 笔者 提出 了 一 个 几何 不 等 式 ( 见 第 八 章 “ 练 习 ” 
题 122) ,为 证 这 个 几何 不 等 式 ,他 经 等 价 变换 得 到 了 本 题 结论 . 此 后 ,他 于 2008 
年 4 月 19 日 证 明了 他 的 猜想 (上 述 证 一 ). 

2. 由 以 上 证 明 可 知 , 还 可 以 得 到 以 下 更 一 般 命题 

命题 Haapy y ER, Ha tap +В +y S [0,7], 
в +а + B, +38, +у +у = mU 

sin 2a,sin 28, sin 2y, + sin 2азїп 2Bisin 2y; < 
2sin(a + aa)sin(B + Bj)sin(y, + уг) (49) 
HHMH a, = api = Boy, = у; 时 , 式 (49) MES. 

3. 利用 式 (49) 可 以 证 明 一 个 与 垂 足 三 角形 有 关 的 不 等 式 ; 设 P 为 非 印 角 

ДАВС 内 任意 一 点 ,从 P 分 别 向 三 边 BC,C4,4B 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D,E,F, 则 


ADEF < L-AABC (50) 
BUS P H AABC 的 外 心 时 , 式 (50) 取 等 号 . 


mE BD tZ PBD 
证 法 可 参考 第 八 章 “练习 ” 题 123 的 解答 ,注意 有 DC = BCD 
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其 他 不 等 式 证 明 例子 


сг X 


du 


例 1 (Н%1#,1983.01.02) #8 х,,х,,43,х, € R, H 


ds» > e) = 
(эу, + жуу, + лун, tasas) (0) 
MELOS хал, s 中 有 3 个 相等 时 , 式 (1) 取 等 号 . 
证 
(FAY = 
[( + x)" + (x, +)? + (x TP = 
TG, ex) Gy x) Gn ex)! = 
ZG, +, +х,) в m my) + 
mn + ox) xm] = 


poH 
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Uns Gn + +) exem + e) tnn em) em] = 
Qs (mn +3) + aym Oe) mm On) 29] = 
DIRE 
-9( + x +) 
#2 ( 自 创 题 ,1980.01.09) it ai(i = 1,2,3,…,n) Nn 个 实数 , 且 
Гаї <1(i = 1,2,3,7,2) Ji 
aaa, +n > a, + a, + +a, +1 (2) 
HERM о, aa ,va 中 有 n -1 个 相等 时 , 式 (2) 取 等 号 
证 
n-l*aa-a,-(a, +a + +a) = (1-а) (1 — aaa.) + 
(1 7e) cam) + (1 = as) 0 аунау) m + 
(1-a)(1-72,,) 20 
例 3 《 自 创 题 ,2000. 07.26) it x,y,z ЄК", 
(Iyi IPOs < Yr в) 
инш» = y = z 时 , 式 (3) 取 等 号 
证 


9зуг [] (у +2) -2[ Xi (- x +y *2)UX (421 = 

yz Y, n(y +2) «18? -21[ #(y «27 - G1 - 

ба (x +y +2) = 

2] XS + t- уугу + [ + 

aye[2 Fe У (у +:)]) 20 

例 4 已 知 a,b,c € R' , 且 方 程 a + bx +c = 0 有 实 根 ,求证 :0,5,c 中 至 
Ati CRANE S (a +b +c). 


证 一 。 反 证 法 
Bio boe NT S (a +b + e) , 即 有 
Sa < 4(b +e) Ф 
Sb <4(с+а) o 
Sc < 4(a +b) ® 
x 
数学 奥林匹克 do 


P -4ac > 0 Ф 
以 下 分 两 种 情况 讨论 . 
i) 若 5 不 小 于 ac, 即 6 > a,b > c HRD RI 
b < 4(a - b) +4c < 4c 
FH, (b - 4с) (b - с) < 0, 即 
及 -5ic+4c <0 


所 以 
P < Sbe -4e ® 
йж ®,®% 
4ac & b < Sbe - 4 
所 以 4(a +e) «5b 
与 以 上 式 QT. 
di) 车 5 不 都 大 于 a,c, 如 5b < a, 由 式 国 有 
TIT © 
FHA OD f8 
4c» 5а -4b >a >b 
5X OF. 


MERERI a bue 中 必 有 一 个 数 不 小 于 所 (a +5 + с). 
EZ 构造 图 形 , 仍 用 反 证 法 证 明 . 
假设 :a,b,e HAST (a +5+c), 即 有 5a < 4(bc),Sb <4(с+а),5с < 


Аба +b). BBa = Dy = E MERERI EE 


yv Ф 
у> 5-1 Ф 
ЕЕ ® 
另 一 方面 ,由 已 知 4 = P -4ac > 0 得 
уже Ф 


我 们 应 用 作 图 方法 证 明 , 在 式 @,@,® 条 件 下 , 式 Ф Жу. 
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如 图 ! 知 ,满足 式 四 ,@,@@ 条 件 的 点 必 在 AABC 的 内 部 . 


rga ode 34 


mi 
但 , 另 一 方面 ,由 图 知 , 凡 满足 式 Ф 的 点 , 必 在 抛物 线 7 = T 外 部 ,而 


AABC 内 部 ( 含 边 界 ) 的 点 都 在 抛物 线 y = ie 内 部 ( 含 焦点 部 分 ). 故 假设 不 


成 立 ,由 此 可 知 ,a,8,c 中 至 少 有 一 个 数 不 小 于 和 (a +b + о). 


- 5a & 4b +4с = За 
证 三 un -55b+4c =3B M 
4a + 4b - Se = Зу 


9a = 4У a - За 

b -4Ya-38 

9e = 4Y a-3y 
Babe (a +b +e) Jo fy € 有 于 是 


81(À -4ac) = (4 J, а -38)! - 4(4 а - За) (47У а -3у) = 
- 728 - 480В - 488y ~ Збау < 0 
这 与 方程 oz + bx + c = 0 (a v 0) 有 实 根 , 即 ~ 4ас 2 0 FR. а, bue P 


至 少 有 一 个 数 不 小 于 (a +b +e). 
#5 ( 自 创 题 ,1997.03. 03) f(x) = ax + bx +c (а & 0) x, i n A 


зиши 
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Primary inequality Proof 
复数 , 且 不 全 相等 , 记 


Габа а) (а та) озса) 1‏ ے 
Г-ны ты» ж у ml‏ 
М! /(х,)!,!/(ж)1,! Ла) 1 中 必 有 一 个 不 小 于 入‏ 
证 ”应 用 反 证 法 ,同时 应 用 绝对 值 不 等 式 性 质 .‏ 
假设 1 fo) 1,1 f(x) 1,1 Ла) 1 IT A UU‏ 
V (m 72) tf) 1 +1 (x, m) fog) | (а) tfo) | <‏ 
A( m = x + x ox be m ml) =‏ 
Va(z, 73) (о 7) (5 а) 1‏ 
但 另 一 方面 ,有‏ 
(a 7m) tfo | +I Gs = m) tfo) T +I (xı = m) fm) 1 >‏ 1 
LG =) rf) + (x, = x) tfo) + (x nm) Ла) =‏ 
(a; = xy) ° (axî + bx, +e) + (x, x) (ax + bx, +c) +‏ 1 
(а-а) (ах + bx, + ec) | =‏ 
a(x, = 23) (а 7) (к-а) I‏ 1 
与 以 上 所 得 相 了 矛盾 . 故 原 命题 成 立 .‏ 
Ж ”类 似 证 法 有 以 下 命题‏ 
命题 UG) = am +b + ex +d (a BENO) nonus HAM, E‏ 
不 全 相等 , 记‏ 
абд + жаз) ЖБП (m а) (а з) (ау а) 1‏ 
xl‏ ]+ ار Ix -xbtz‏ > 
MIA) V, Ife) 1, Lf Gn) 1 中 必 有 一 个 不 小 于 人-‏ 
a,b,c,d ER JY‏ #6 
(Lea) (Le P)(L d) +) 1+ abed‏ 
2 )+ 1() + 1() + 2)0« 1( 
当 且 仅 当 a =b =c = d = 1 时 , 式 (4) 取 等 号 .‏ 
证 因为‏ 
(1+a)(1l+a) =‏ - !)2 2(1 
a)*(1 + 2а - à + 4a? «2a* + 24% + 4a! - a! +24? +a") >‏ - 1( 
0 
所 以 2(1 + a)“ > (1 +a?) (1 +a)‏ 
同 理 有‏ 


А 


(4) 


20 48) > (1 + 0) (1 + Б) 
2(1 +0) > (1+0) 1 + с) 
201+ 0) > (1«d)'(1 +0) 
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将 以 上 四 式 左右 两 边 分 别 相 乘 ,并 应 用 赫 尔 德 不 等 式 即 得 原 式 . 
注 “ 1. 本题 参 见 第 九 章 "(ALGEBRAIC INEQUALITIES》 摘 录 "Chapter8 
Bu. 
2. 猜想 : 当 a > O n 为 大 于 1 的 正 整数 时 ,有 
ааа) > (Lea) ату" 
或 者 , 当 a,b € RC n 为 大 于 1 的 正 整数 时 ,有 
Llar O > a e) (att a tym 
3. 更 广 些 猜想 : 设 WE R (i = 1,2, m) mn 为 正 整数 , 且 n > m > 2 


时 ,有 
m( Xe" = Ха" + (5) 
4. 若 上 述 猜想 成 立 , 则 对 于 任意 非 负数 ay(i = 1,2, ,n 14 212,75, 
m) ,有 
(6) 
例 7 (А008 ,1993. 08.07) ЖА,,а,6( = 1,2,3) ER , 则 
[Ai (ар, + asb) + A Cab, + a,b,) + А (а, + а) > 
4(Aiaaay + Araya; + Ауауа;) СЫ + АББ, + Abiba) (7) 
энш = TE = TE 时 , 式 (7) Ар. 
证 一 suam 


f(x) = (Aaa, + Àj, + Алаа)? 一 
LA (ab, + a,b) A Cab, + a1bs) + As Cai, + а,Ь) ]z + 
(A455, + А,6,6, + Abib) = 


b. [2 b b, 
Аала (s 7 DG = 2 tA 7, 7 + 


Атаба = 2 D 


suu „һы ‚июл ө) (Ë) Б) 中 必 有 一 个 不 为 下 , 男 一 
я 


А IB CO ERS « ASEA, A > 0, 妈 得 式 (7). 
证 = (ERG yx De. y Gem meam 
法 证 明 不 等 式 " 例 1 жик), 经 整理 即 得 , 
例 8 CHUREI, 1999.07.04) iis, ERG 12, mn 2) B Yn = 
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和 A( 常 数 ) < 4, 则 


Zerb s (8) 


МАША = 5 = == = x, = 全 时 , 式 (8) KFS. 

证 用 反 向 归纳 法 证 明 . 

эл = 2 时 ,比较 式 (8) 右边 式 子 减 去 左边 式 子 所 得 的 差 经 通 分 后 易 知 分 
BOSE ENTE 


(ж 6x) 75) G - za) 2 (ж +) (а - х,)'[3 - (077) > 
(ж +) (x, 7x)! 220 
Win = 2 时 , 式 (8) MSL. 
假设 当 n = 2 Hex x M, +х, ++ 均 不 大 于 2 


时 , 式 (8) 成 立 , 且 同时 有 


E 1 
WO +)" x2 


yx (x, d >2) 
i 


将 以 上 Ф,@ 两 式 左右 两 边 式 子 分 别 相 加， 同时 对 所 得 的 有 边 式 于 ， 应 用 
以 上 已 证 过 的 式 (8) tF n = 2 时 的 情况 , 便 得 到 


ва 


Pu 


ОШ 


Xe (Uem m ES 
此 时 和 x, + + aa 9209, 

这 就 证 明了 , 当 n = 2''' 时 , 式 (8) 也 成 立 . 由 此 可 知 , 当 n = 2° (p EERIE 
整数 ) 时 , 式 (8) 都 成 立 . 

现在 来 完成 反 向 归纳 法 第 一 步 假设 当 n = k+l, Hx ta tuta Sk 


么 便 有 


Bln ta emm 
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m Хк 
f 1 b 
OH x, + x+… + x, < k. 由 此 , 反 向 归纳 法 第 二 步 完成 
综 上 可 知 ,对 于 任意 大 于 等 于 2 的 正 整数 ", 式 (8) 都 成 立 . 
ж R8) 可 参见 (中 学 数学 》 ,1993 年 第 11 期 , 杨 学 校 文 :“ 一 个 代数 不 
等 式 的 加 强 ”. 
例 9 ( 自 创 题 ,2002.08.23)P 为 AABC 内 部 任意 一 点 , LPAB = а, 
&РВС = B, ZPCA = y, WJ 
cota + cot B + cot y > 2/5 + Y, cot A (9) 


HANY AABC 为 正三 角形 , 且 a = p = y = BR) 取 等 号 . 


(sin A * cot æ ~ cos A) (sin B * cot 8 ~ cos B) (sin C * cot y — cos С) = 1e» 
1 

IIsn4 

. 1 Усна = Усал, 

所 以 Hei 72 


(eot а ~ cot A) (cot В — cot B) (cot y = cot C) = 
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Primary inequality Proof 


所 以 Ecot a yz + Y сил > 25 + У, сол 
/IIsin4 
例 10 а,Ь,с HEM, EH a +b <¢ +1, +e <a +1, +a <b +1, RE 
不 等 式 
a! + b^ + e < 2abe +1 (10) 
MEM a =b = c = 1 时 , 式 (10) 取 等 号 . 
证 一 ”由 已 知 a,b,c ER', 且 a+b<etl,btc<atl,cta<b+l 
IL a,b,c € (0,1]. 不 妨 设 a > 6, 则 


1-c>a-b>0 ° 
1+e-2ab 21+c-2b>a-b>0 Ф 
HX Фх@# 
(1 -e)(1 +e -2ab) - (a -b)? >0 
展开 即 得 


2abe +1 -a -b -° 20 
证 二  B-asbec-l-aa-bsc-l-B,ja*b-c-l-y,of, 
у>0,И 


1+2abe- a = Ув - П»у > Уу-у айу = 


TLYeG- Уа) >0 
(注意 到 4 - Xo = Xa > 0). 
注 ”由 此 证 明知 有 不 等 式 
1+2abe ~- Ya У ажо) =a =b +e) Xo 
条 件 同 例 10. 
例 11 a,b,c HER, На + b° + of = 3, 证 明 
1 1 1 «1 (an 


4-b t4 -cat 4- ab 
证 一 注意 到 式 (11) 左边 各 分 母 均 大 于 零 ,于 是 ,将 式 (11) 去 分 母 ,并 整 
理 得 到 其 等 价 式 


8Y bc «a c - Зас J, a - 16 «0 
又 由 于 
dU) < Уа Fa = Таа 
故 只 需 证 
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вс + abe J a - 30be F, a - 16 < 0 
m 
3Y bc-abcY,a-6«0 (ж) 
н 
3 Ide -а Za -6 =3 Ide (be)? «iyve-6- 
-H e-3) + Ee -3) «0 
GEEYXUS < Xa“ =3) RE 
== <q! ipti 
D =1 (注意 到 sb,e < 2). 
例 12 a,b,c,d € R*, 且 aicd = 1 证 明 


(12) 


1 1 1 H 
Tea) T+) (ssa! 
HERY a = b = e = 4 时 , 式 (12) 取 等 号 
E- $a = yd = re ed = 党, 于 是 所 证 不 等 式 (12) TEH 


" ^ ^ 


á К E E 
Guy Gem Ge was 00 


应 用 柯 西 不 等 式 ,有 
го? vm «o n + (Z + wx)? + (w° + ay)2] ° 


а 
re: "T шл” (г ter аео а 
(@ +y +: жа)? 
由 此 知 ,我 们 只 和 需 证 
(Py + вай) > ) + ya)? + ( +a)? + (2 tu)? + (и? + em 
(у 2! + )ر‎ = w)? + (w - z)? + 
w(x-y)z0 
证 二 Ай 
1 1 1 
xay Qao T eub 
SKOR)e(1 + ab)[(1 +a)? + (1e 6)2) - (1 a) (1 +b)? 20 
上 式 左边 = (1 +ab)(2 +2a +2b «a +b) - (1 +a +b + ab)? = 


(ж) 
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Primary inequality Proof 


(1 жав) (2 +2a + 2b + a + P) - 
[(1 + ab)? +2(1 + ab)(a +b) + (а +b)°] = 
(1 ab) (a? +Ë +1 - ab) - (a +b)? = 
abla? +8?) + 1 - dl - 2ab = 
ab(a - b)! + (1 - ab)? >0 
今 证 式 (12). AROK) 知 ,也 有 
1 1 1 
O+ +d T rud 
所 以 
1 1 1 1 1 1 
Urai t U+ +e) a I+ab I+ 


& 


Ж LEBRE abed > 1, 式 (12) Riy. 

2. 式 (12) 较 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 " 例 16 中 式 (23) EB. 

93 HERO y Ye = 1, 则 

1 
Ele a3) 

BLOCS y e В, BABET 1 时 , 式 (13) 取 等 号 

证 “分 以 下 两 种 情况 证 明 . 

i) # Yz < 2, 由 柯 西 不 等 式 ,有 

Xo2:X >9 


yta 


因此 ,只 要 证 
У (= 45)539YX:«42 Ф 
由 假设 知 式 CD 成 立 , 故 式 (13) 成 立 , 易 证 此 时 仅 当 *,y,z 中 有 一 个 为 零 , 其 余 
两 个 都 等 于 1 时 取 等 号 . 
ji) FY x > 2, 则 原 式 经 去 分 母 整理 得 到 

1+ Xi Xyz + xyz J, x - За > 

Bayr +3 У y? + 3xyz Y а? + Зат) ey 

-2 + Fx + Try У, x = 38yz( Xx)? -3(92)! 20 

GERSIY yz = De 
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(Xs-2)0-39:33) + xyz( Xx - 36) 20. @ 
HFE -220,1 -35x = (Dy) - 3: J x 20, Ух - Заг = 
Ух: У эт -3zyz > 0, 因 此 式 @ 成 立 , 易 知 仅 当 x,y,z 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 
个 都 等 于 1 时 , 式 @ 取 等 号 . 


综 上 , 式 (13) RIE 
i£ ” 原 题 于 2008 年 1 月 9 日 由 陈 计 老 师 发 布 于 “东方 热线 论坛 - 教育 - 
数学 " 网 站 上 ,无 解答 ， _ 
Bi14 ( 自 创 题 ,2002.07.15) 设 x,y,z € RC „J 
(Ya) >16ў уг + Пау ух (м) 


HANY e = у = z 时 ,或 x,y,z 中 一 个 为 零 另外 两 个 相等 时 , 式 (14) RES. 
证 一 不 妨 设 * > y > z 以 下 分 两 种 情况 证 明 . 
1) 车 x < y+z, 则 
(X2!-16Y y? - tax Xs = (Er) -16( Y «212 J, = 
[( х) -AX x E 20! «4X yz] + 21ya J, x = 
2iyiYs4[G-y-2'!-Ax1OE 2 +4 yz] > 
21zyz J, x -4y[( Xx)? +4 J, yz] = 


Ps e)" -hl Za)? +4oz] = 

(注意 有 z > Ly 

lsXo!-3X)»0 

й) #х<у+: W| 

(Y) - 16( F yz)? +215: Ух = 
(CX а) -9C X521 - 70У 02? - 3: У ж] = 
HIN? GXx»HEo-S-LX0-3)- 
TEUXS GYE€s-w10-0 


因为 x>y>: 
所 以 (X2! +3 Ey- + + Say -I 20 
x (X2!*3X»-7) 20 
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MARME S 2! +3}, у: -1 20s < y + 2 ЖЕЕ) Н 
(X3 +3, yz-7 =x 42x(y ez) ey: 
3x(y +z) -7 + Зу: > 
ET ET EErEE EE = 33:20 
由 上 i) vii) 知 , 式 (14) RIL. 
注 ”以 上 证 法 在 证 明 某 些 不 等 式 时 值 的 注意 . 
证 二 式 (14) 也 可 用 以 下 两 个 更 强 式 证 之 . 
i) (Xx) -4У z xz + 9zyz > 0. 
见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 例 14 中 式 (27) , 取 n = 3 即 得 . 或 由 
(X3)-4X5YX» 5499: = ayz- [DC z +y +) > 04888. 
i) 35, 355 -4d > 0. 
BUS is 8355 - 44 = Layla -) 200085 = Ys = Y 
зу = xyz) , 即 得 上 式 . 于 是 , 式 (14) 可 由 以 下 得 到 
(X2'240X3!YX yz -9zyz F « > 16( У yz)? -21зу: У x 
#15 xy C[0,11, Bx +x, = loy ey, = 1,X m > 1,WJ 
УЖ +у + ну + у^ жут +удф+урч?+ (15) 
证 先 证 以 下 引 理 ， 
引 理 ” 设 xE[0,1],:>=0,m > 1, 则 
VT + + Уа) «mere Vae (16) 
MEAN x = 0 或 x = 1 时 , 式 (16) 取 等 号 . 
do) = Ze" + YQ =x) + r" W 
PE 0-20" WM 
fo UEI[ €T 
Гаа -2* ran] [ат - z)" + (1 - "n> 
(a+ y. [G -x)" + J> 
因为 m > LEID. > 0, 于 是 有 , 当 0 <x < f (e) <0, 当 二 <*<1 时 ， 


f) > OSa) m = тах\/(0) A1D)1. 但 K0) =f) = r+ VE kat 
(16) 成 立 . 
由 引 理 ,有 


METER ETETE ET 
Ус +у + руд ty sy + Уут 
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Wd Wu eem 
以 上 三 式 左右 分 别 相 加 ,并 注意 到 y + у, = 1, EACUS). 
例 16 设 *,y,zE R' ,求证 


X: +222 7н (17) 
MEN x = у =z, RO) 取 等 号 . 
к= 4 Му+: = а, Мак =b, uy =c 


а,Ь,с 可 作为 A4BC EWK. 于 是 式 (17) 可 化 为 
У, cos A > 2 Y, соз Всоз Ce» 
У, cos A > 2 У, cos( B + C) +2 Y, sin Bsin Ce 
3 F cos A > 2 Y, sin Bsin Ces 


Rer ук 
3 


6R(R +r) > У bc 
6R(R + г) >272 + 4Rr + 
此 处 ! = Ha +b +e). 
上 式 易 由 27s* < 4R* + 4Rr + ЗР 推 证 得 到 . 
证 二 〈 杨 学 棱 ,2005.01. 07 提供 ) 
RUT) 左边 右边 = E 7 = 


Kr "zr 
y === = Ey 
(yi Jira 
1 WEN °> 
Дт Z= 
X z(x - у)? > 
[y v3 Va vx( yz Vata) 
0 
例 17 (EE 2003,08. 19) 设 x,y,z € RC ,n 为 大 于 或 等 于 2 的 正 整数 ， 
求证 
2G ay n озу о +" (18) 


当 且 仅 当 * = y = :时 , 式 (18) 取 等 号 . 
证 为 证 式 (18) , 先 证 下 面 引 理 . 
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引 理 Hn 为 大 于 或 等 于 2 的 正 整 数 ,a,b ER , 则 
Da? a BI) aaa < ICa? + P)" a9) 
HEMM a = 5 时 , 式 (19) 取 等 号 . 
应 用 数学 归纳 法 证 明 式 (19). 当 n = 2 时 , 式 (19) 左边 减 去 右边 式 子 为 
4(а* +09) + 1627 -3(8 +87)? = 
4(a +68) - (а? + 80)? - 2[ (a) +)? - 8a] = 
З(а? - P)(a! - 6) -2[ (a) - b°)? + 3а? (a - b)2] = 
[Ca +b)? 2ab](a - b)“ 20 
即 当 n = 2 时 , 式 (19) 成 立 . 
假设 当 n = 大 时 式 (19) 成 立 , 即 
(aa a) caria sata rom 
Hn = +1 时 ,着 a,6 不 全 为 零 (a =b = 0 时 是 显然 的 ) , 则 只 需 证 
(ане a 
Ja. BY orgia +b 
2(a 4 Ot) + Ва > (а? + PP) [Ca + pm )aghpi es 
(a! - P) (a — 2) э agii (a = b) teo 
[(a +) (a + ab + +") ~ да) (a - 5) 20 
由 平均 值 不 等 式 ,有 
ба & b) (à + ab e + P) > 2(k + 1)at b > даты" 
因此 上 式 成 立 . 即 当 n = 上 + 工时 , 式 (19) 也 成 立 . 由 数学 归纳 法 原理 知 , 式 
(19) 对 于 n > 2 的 正 整数 都 成 立 . 
由 引 理 , 易 证 式 (18) 成 立 . 这 是 因为 
UG aye? - 3 و) رک‎ + = 
Уне + ym „учу lach +y] < 0 
#18 (HJ, 2004.03.22) 设 x,y,: CR ,n € N B n > 2, Jl 


К 


Lr rar 
HERM a = y = z 时 式 (20) 取 等 号 . 
证 ”应 用 柯 西 不 等 式 ,有 
s x 
EG Gun Dr eaim 
(了 工地) 
EbGGsptexGemo 
e, 
£ G+) 


(20) 
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3 
2 


( 据 以 上 例 17 中 式 (18) ) 式 (20) 获 证 
#19 设 x,y,z ER , 则 
1 9 
Уз gr 4 (21) 
MAD x = y = :或 <,y,z 中 一 个 为 零 .其余 两 个 相等 时 , 式 (21) 取 等 号 . 
证 


А i 29 y B 23. £z 3.1 
Xn EGG 4 G+ RD ETT XT 


-yi -x 22 -240+ _ 
4(у +2) 2][G +2) 
_ u- 
Lae Lay on 
gpt- Er, s 
4По +2) y+z 
由 对 称 性 ,不 妨 设 * > y > WA 


xz у+: 


以 及 
2) + 2( ر‎ - } у: = 24° +2: +3х:- - ر‎ - zy <0 
2(x+y)'- 2? - Уу = 20 +2y' +3ау-: e yz > 0 


所 以 
20у +2)? -Er (y- 2: 
> 4По «2 7+ F 
Xy: -e - XZ q- We i -y- Ут (=a) 
4По +2 yt A[IG *2 xir 
2y*2'-9-YXnxne2442'-y-Ym (уса) _ 
alo «2 gota 
Aj + 2y + 2x + (z - y)! (у = 2)? 
x 20 
4[IG +) у+: 
因此 , 式 (21) T 
Ж “由 上 证 明 中 式 ( 炎 ) 知 , 当 x,y,z € RC 时 ,有 与 式 (21) 的 等 价 式 
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Zeer > E 2 
МАЧ у nier FA A AR AES 取 等 号 
例 20 《江西 刘 健 提出 ) хушо CRC UR 

LM XIAMEN MN 
LZ ODOT iyi e» 
MEN x = y = zu =v =w, Ñy =z, = 0,0 = w,u = 0,00: = х,у =0, 
w = шуо = 0, 或 zx = уы = 0,u = vo = 0 时 式 (23) 取 等 号 . 
证 
H 
2Y ОШОГО ТОД у х(о+ю)-9= 
убо +u) +z(u +ç 
25 و ای 2 پر‎ 
+23 u(y*: + ے و _ + سر‎ 


ЕРА 


у+2 


ыа У рна узуу?" 


уш +20 = 
er; ах SEG G7 


„Аел. 
EG TG Tp У лә" 


2(yw 
ETE |+ 
2 
oiy cia a 


Dem *v)(u +w) (rez) ew) 
{= у em. -2(-w). 
ixl EG Z (утты) = 
( 据 以 上 式 (22)) 


ix Lu exe) m0 
由 上 证 明知 , 当 且 仅 当 * = y = zu =v = о, х = уы =0,u =v,w =0, 
或 y = z,x = 0,0 = w,u = 0,8: = х,у = 0,0 = u,v = 0 时 式 (23) REB. 
Ë 1. 式 (23) 证 明 可 参考 (不等式 研究 》( 杨 学 枝 主编 ,西藏 人 民 出 版 社 . 
2006 年 6 AOE ~ 539. 杨 学 枝 对 刘 健 先生 提出 的 she73 的 证 明 ( 即 在 


давс d JY, е > T UR hu shsh J9 AARC HS BC CALAB 上 的 高， 
rohs 为 A4BC 内 任意 一 点 P 到 边 BC,CA,AB RIER). 
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2. 式 (21) 是 式 (23) 的 特例 . 
3. 由 式 (21) 可 证 2003 年 国家 集训 队 选拔 测试 题 


Bryr Є.В Yz = 1, 求 证 
Ai (24) 


125. 
Zr (Жу) 47 

1 1 25 
Жуу Dr 4” 


ауз: Ул в. 
DHo«2» 4 


+ 


(以 上 应 用 了 式 (21) ) 由 此 知 式 (24) Жз. 

式 (24) 还 可 有 以 下 证 明 

证 二 з = -a+b+e,y =a-btcs= a+b-c, 则 a,b,c 可 视 为 AABC 
三 边 长 ,又 设 此 三 角形 半 周 长 ,外 接 国 半径, 内 切 四 半 全 分别 为 .8,7 此 时 , 式 


(24) 等 价 于 
РУ - Уа X. 
由 
зук- У = 4r(4R + r) 
X prsti 
ak 7 АЁз 
可 知 , 上 式 又 等 价 于 
2 
FORT 400 55 Qo 
由 于 
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Primary Inequality Proof 
# +4Rr +P _ (16R -5r)r + Rr e _ 


1 У(16К = 5r)r 
3 s= /UR SPF _ 
- CIR 37)ғ) - (4Rr + P) па) 
ди, VER -5r)r - (4Rr +7)] >0 
2 
x (AR + г) (58 -r)° _ 25 
Hb SEE OR), REE RR - Sr) LE > 此 式 易 证 . 


4. 由 以 上 (21) (23) IEEE RI RADI CENE 
1 1 

[x(v +w) +y(w +u) +а(и &v)]- ЕСЕМ + 

1 


Grp)! = (у: + zx + xy) 


EDL +) + 


SUL ovre АЕ 
(ow) (wu) (u +e)? 


Аруз 2-9 2-2 Woi (žy 0-02 
AUG ree tli tara GL nol» 


(vw + wu + шо) [ 


mem Arr Mor t 


N кыйлыр зор. 
(mimi E esp sy 


v-wi- - E 
MANY е iouis тату тато RESME sunu, 
s, € R. 
9421 (2003 年 国家 集训 队 选 拔 试题 ) 设 *,y,z € R*, 求 证 
1 
(X. XY 320 Qs) 
证 ЕЕЕ Y 2) > 16 J PF + lay z (G804)) ,于 是 有 


(X2 > 4 TF 


所 以 要 证 式 (24) ,只 需 证 
М7 Xx 
此 式 可 由 上 面 式 (24) 得 到 . 
例 22 (改编 题 ,2003.07.07) x,y, CR, Bx! «y +Z m 1,WJ 
E 
>! (26) 
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当 且 仅 当 x,y,z 中 ,有 一 个 为 1, 其 余 两 个 均 为 零 时 , 式 (26) KFS. 
证 因为 
tt 


; 

所 以 AD LE 
ж? x 

З ist ys 


类 似 还 有 两 式 ,将 所 得 三 式 左右 两 边 分 别 相 加 , 即 得 式 (26). 
例 23 (BÊJM ,2004. 06. 23) x,y,z ER Hh «y +Z «LN 


У 550 (27) 


“Н х,у: EAR ДАРИТ М ROD KES. 


g бах = лу = а = Eo ROD 等 从 于 


Erot! (28) 
JOB A! eu! + <2. MEO A uso 中 一 个 为 零 ,其 余 两 个 均等 于 1 时 , 式 
(28) 取 等 号 . 
以 下 分 两 种 情况 证 明 . 
i) 当 0 < Ул <2 时 , 易 证 


< FT SF FS Ул 
将 以 上 三 式 左右 两 边 分 别 相 加 , 即 得 式 (28). 
й) 当 2 < XA < (EBRA? + + < 2) 时 
式 (28) [IQ +u) - X AQ + au) 2 + A) 2065 
8 +4 J ш +2Аш Y, A +4Аш + (Au)! =4 FA -2YX. AY w 20 
因为 (Aw)? 20 
所 以 只 要 证 
8+4 Fu «21w( YA +2) -4YA-2X AY w 20 Ф 
因为 Xu <2 
所 以 和 ,u,v 中 至 多 有 一 个 不 大 于 1， 
这 时 ,我 们 将 证 明 
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142Au > Уи Qo 


车 A,u,s 均 不 大 于 1, 则 
AQ -u)(1 79) + (10 2A)(1 - w) 20 
展开 即 得 
1+2лш > J, w 


HARO 
车 A,u,v 中 有 一 个 不 小 于 1, 如 入 > 1, 其 余 两 个 均 不 大 于 1, 则 
(1-А)(1-д)(1-») <0 
由 此 得 
Nr>1-A+ Ya 

于 是 要 证 式 @ 成 立 ,只 要 证 
1+2(1- YA + Уш) > 过 me 
3-25a + Xu 206 


a 2 
3-25a UY LENS, 


То -2 +0 ga 0 
所 以 此 式 成 立 , 故 式 ORI. 由 
RODEN =8 +4 Fw + (Уш -1)( EA +2) -4У А-2 Аў w= 
6+6} uw- YAXw-5XaA- 
уд 
6+ (6- хо ړوو‎ < 
a 
6«6- Xo СА sya 


HEDO- СУА -4) >0 
注意 到 2 < YA «/6 < 4, 式 中 得 证 . P 
9424. (2007.01. 14" KZK” 网 站 ,Mathsfan 提出 ) čt a,b,c € RC RI 
Урруз Ee (29) 
当 且 仅 当 a = b = ce, Ra, b,c 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 , 式 (29) 取 等 号 . 
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be be be 1,1 
TET ET 4 bed peu) 
ca c, 0, 1 
гта < 4+6 * a+b) 
ab ab, 1 1 
a+b +26 < 4 а+с* +) 


将 以 上 三 式 左右 两 边 分 别 相 加 即 得 . 
例 25 (来 自 “数学 驿站 论坛 一 一 南方 学 科 网 论坛 ”中 "不 等 式 专 版 ”， 
2006 4F 12 Я 23 日 ,hanjingjun 提出 ) ¥ a,b,c ER-, 则 
Xe Уа =з (30) 
当 且 仅 当 a = b =“ 时 , 式 (30) 取 等 号 . 
证 由 于 
4X р 48-00 У — s 
ay + y 22-20 t. 


bec 
(X 12a -b-cl) 
2Уа+ Yao 2 
«Уа - Y) 
Уг 


2Уа+ 
因此 ,只 需 证 
ipe > -4Y ae 


27у + X» Уа Уе 
4( X2) «(Eb +4 Fa * be =3( La +2 Ibe) ° У ае 
(Fa - be) >0 
即 得 式 (30). 
例 26 (第 48 届 IMO 中 国 国家 集训 队 测试 题 ) ТЕЖ а, ,a,,…,a, ,满足 
a, ta + +a, = 1, 求证 
a. в, 


(оа, + ayay + + a,a,) (+ 
гуз Cea анау 


+ ДЕВ 9 
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Primary Inequality Proof 


证 一 分 两 种 情况 证 明 . 
1) Жаа, +, + … + aa > LUN RE 


а a. а, 
ولي‎ 2— e گی‎ > — Ф 
diea, a +a, asa nel 


由 算术 - мее 即 得 


Фай >п. uU 
ETR d*a, a +a, 


Ӯ 1 
^A; + DG + D (a +1) > 


FETU PNE um 
Ela +1) n+l 


2; а, 


MERD. 
Й) Жао, + ajay + … + aa, < TE 


а а, 
+ ب + ...۾ گی‎ 
Pr ay ta, aj +a, 


(am + а, += + aa) Ca 


( L1 x L1 а, y 
fa +1 a, +1 a, +1 


于 是 ,只 需 证 
今 证 式 @, 由 柯 西 不 等 式 有 


а 一 和 
Ус УЙЕ ЛҮ Mor a 
(a +а a) =1 


因此 ,要 证 式 @ 成 立 ,又 只 需 证 


aa +1 + ala, +I ++ +a, Ja +1 < ү ® 


又 由 柯 西 不 等 式 ,可 得 
XO zs 


(а жа, жее ға.) (а; +a) + (аа, +a) += + (ау Fal] = 


aa + wa, roa +T S 
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Vei? Yen @ 


cci 


即 得 式 ®. 
综 上 , 原 式 获 证 . 由 上 述 证 明 过 程 可 知 , 当 且 仅 当 a, = а, = … = a, 


时 , 式 (31) 取 等 号 . 
证 二 (命题 组 提供 ) 首先 由 Cauchy 不 等 式 易 得 下 述 引 理 . 
引 理 。 设 o ,aa, 是 实数 ,x ,x,，,…,x, 是 正 数 , 则 


а, пуа а, 


Жа» ra t ta) O 
my ЗЫ үз 
LEON NN а, © Жы EE * 
PES 


Фоа. +. SULLO 
а, о, 


а 
EE 


+t n+l 


而 此 式 等 价 于 + > n TEE. __ 
9027 ab, d CR Bo + + +d = 1, 求 证 
VITSE + TTE Tu + Inda аб (32) 
MAN a = b = c = d = 十 时 , 式 (32) REB. 
证 因为 
WB) -ab CX) -cd = 
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Primary Inequality Proof 
Ма +b +e sd «c «d «(a-b) - 


a + bî + e + qd +b + a + (c - d): > 
а +b +e + Ф + be + da +| a -b\*l e -d| 


ГСУ; а?) -ab + (Xa) -cd > 
„ВУ d = ab - ed + be + da +l a -bI‘le-dl = 
ВУ, a - (a -e)(b -d) sa-bi-e-di Ф 


KO Tk + (Fa?) = da > 
ВУ a *(a-c)(b-d) « Bb -el ‘ld -al Ф 
dist Ф.Ф 知 ,要 证 式 (32) ,只 需 证 
BS а - (a-c)(b-d)+la-bllc-dl + 


所 以 


同 理 可 得 


ВУ а +(а-с)(®-4) +18-с1-14-а1 > 
By dela-bide-disib-cldd-als 
2/3X d -(a-c)(8-d) ta-blle-dl. 


33 a! + (a-c)(b-d) +l b-cl:ld-al >6У ае 


23 Уа? = (a -c)(b -d) + able dl‘ 


Sa + (a -e)( =4) +b -el ld -al| > 
6Se -la-bl-e-di-lb-ci-d-al 
将 上 式 两 边 平方 ,经 整理 , 则 又 等 价 于 
UZ a) (Па- Беа bell -а1) + 
A[- (a -e)(b - d) +l a-bil e - dl]* 
[Ca -e)(6 -d) 4L b-el«L d-al] > 
(la -bl-e-disl bell d-al)* ® 
因为 
Eo > 408-0) + (e - ad)? + (6-e)? + (4-a)? > 
la-bisle-disi ba-cl-d-al 
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所 以 


又 因为 


(Xa)02a-5046-dlslb-clld-al)z 
(La-bl-Lc-disi b-cl*ld-al)* 


(Fa) ‘(la -bl«le-disib-ci-ld-al) + 
4[-(a-c)(b-d) € a-bl-le-dl]- 
[(a-e)(b-d) 4 b-cl-l d-al]- 
(la-bl-le-disi b-el‘l d-al)? = 
AE 2) - (la- bill e-di sl b-ci-ld-al) - 
[la-bl-le-di-ib-ci-ld-al- 

2(a -c)(b -d)]? = 24( a) (la - bl: 
le-disi b-cisd-al) - 
lla-bi-le-di-Ib-el-ld-al- 

2[(a -8)(c- d) - (6-с) (4-а))1* > 
24(1a-bl-lc- disi b-cisid-al)* - 

[l a -bl c-disl b-cl- d-al]? >0 


故 式 图 成 立 , 式 (32) RIE. 
例 28 〈 自 创 题 ,2003.07.07) it x, € R'(i = 1,2,3,4,5), RI 


XZ45X4 (3) 


HERH a = xy = xy = z = n 时 , 式 (33) RFE. 
DR 
证 因为 y ®= ya (y 29) 
а а 


所 以 


Qu Ey-sX4-0X«eE GR asa А 


a 


a) G-a) 
[Eae m 2*0. y Goat» 
IIs x1)" Y oiu! 

“Че 
23,05 7x) +41 (ж а) (яу ац) | +41 (a m) ns) | + 
41 (a = x) (xs -жҗ)1+41 (x x) = x) | + 
41 aan) Y xou) = 


41 (x 72) 65 = x) | +41 (x = x) (x, ~ x5) 1 +41 (ay -x)(5-2)1!* 
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41 (x, 2x) -ж)1+41 (xs m) у) +2(ж -ж,)(® та) + 
206, - я,)(ж, = 25) +2(ау = xa) (xs = ж) +2(ж, = xs) (x Qn) + 
2(5 -а,)(® 75) 20 
以 上 注意 到 
20а - Y Goa = 2 a)l a) + 
2(5 = 23) ) 73) $205 = xe) (а-а) + 
205, -х;)(ж 73) +2(ж; = x1) (а ¬ n) 
$429 《伊朗 第 20 届 数 学 奥赛 题 ) 8 а,Ь,с NERM, E 
а + bî +e" + abe = 4 
求证 
а+Ь+с<3 (34) 
证 ”由 已 知 条 件 可 知 a,5,c 不 能 都 大 于 1, 也 不 能 都 小 于 1, 即 a,b,c 中 有 
两 个 不 小 于 1 或 者 有 两 个 不 大 于 1 ,不妨 设 这 样 的 两 个 数 为 a,5, 则 
(1-a)(1-4) 20 


即 

abzasb-l Ф 
又 因为 4 =a +0 + e + abe 2 2ab + 0 + abe 
所 以 ab(2 + e) <4 - ê 
所 以 

2 -c> ab o 
xo«ome 

а+ь+с<3 


Ж ”本 例 条 件 可 放宽 为 a,b,c E R, На +b? + o" + abc < 4,55(34) {Л 
成 立 . 
例 30 《( 自 创 题 ,2006.06.23) x,y € R', Hay > 1,m,n € RC Jl 

1 1 1 
OTO OOO Ty 9) 
MAD x = y = 1 时 , 式 (35) RE. 
E 由 

Lez) «2 + (1 3) 10 + G0") - 

ax) x) ey") +") = 

1 &2(9)7* + Gy) GP" + у”) + Qj) GP + y) + 

w (ptem б‏ دزی + c DG]?‏ ی 

(ar^ GP e) + (a) GP + =) + (ау) + nm) = 

[1 - (zy)> - Gy)? + Gym] + 
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(GU ey - Gto + y") [ + 
(a) "titm + ار‎ _ 2 (ay) "] - 
(ayla yn -2(y)"] - 
(ву) ی‎ + = (GP 9) = 
[1 - G9)? 1L1 = (692) + (ну) тт ут) Gn у) + 
(nont -ynny = (ay) (a -ymy = 
(жу) (атт ут) (атт ут") = 
[1 - G1 - G7] + (ку) "(атт = ym ° 
(anm yt eam Су) - Gy Gh - 7) 
nmm ym ay) 
Щу = y 或 m = mn 时 ,上 式 不 小 于 零 . 因此 当 * = y 或 m = n 时 , 原 式 成 立 . 
щенуН тп, Ж п> m z 0,z > у, 
[1 - Gy" 10 - (xy)*] + (яу) mmonm - y) 
"m +" yn) = (apt 
тутуб y taam = 
[1 - Gn? - (xy)*] = ns Gn x 
Zum -Co 
x 
因为 n»mz0, M де 


Po 


m= zs ووی‎ E ux. -y 


所 以 1- (ay) 
所 以 
D- DAI = h] - enne mr [o ER]: 


所 以 当 xy = 1‚,х y, Him # nF, (35) 也 成 立 . 由 上 证 明知 , 当 且 仅 当 x = 
y = 1 时 , 式 (35) MES. 

Ë ”车 n = 2,m = 1, 则 不 需要 有 条 件 "xy > 1". 可 参见 “第 三 章 , 放 缩 法 
证 明 不 等 式 ”中 例 16. 

例 31 《〈 自 创 题 ,2006. 06. 23) х,у: € R', H ху: = 1, 则 
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1 1 1 3 
*205*2)'0*02055) зй) 4. 
MEN x = y = z = 1 时 , 式 (36) ЖФ. 
证 由 xyz = 1, 且 式 (36) 为 关于 x,y,z 的 对 称 式 ,因此 ,不 妨 设 zy = 1, 由 
上 式 (35) 有 


(36) 


1 1 1 rc 
ажо) UDO Trap? Tr Ф 
今 证 
1 š 1 
+00150) 4F ° 
ROSS +242 às) = 4(1 + 2)(1 +2°) 
由 于 
(59252 «2)(1«2) -4(1 +2)(1 +2) = 
1 -3z+5 -22 -3 + +z = 
0-2 - 2 +3 42 -25 - 2) = 
(1-2(1-23)(1-z422 «32 +0) 20 
即 式 @ йл. 
BA HX DO + ®1 
1 1 ES 
Yale?» 
1 iN iv 
141 1+ 4 
E 
1 B 
EE 
即 得 式 (36). 
EE DR d. 
1. Bet zy? түүсү ру 因此 ,由 式 (36) 可 得 : 
Utay, € R'E syz = 1, 则 
L a 
La 
或 
1 з 
Emu? Gn 


MEAN x = y = z = 1 时 , 式 (37) KEE. 
2. 同 法 可 证 : 设 x,y,z € R',B mz = 1, 则 
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1 3 
Egli 
Dre + 
(жа) (1+) 4 
= z = 1 时 , 式 (38) (39) RFS. 


当 且 仅 当 * = 


3.( 自 创 题 ,2006.06.25) # x,y,z € R'imn € Hoz =1 及 


a -25)0 -2) 22(5-2) 


=—¿ S 
У тзт? 


р УОС PNG‏ ي 
1:77 ?29054254 


而 


(38) 


(39) 


(40) 


OO 


ROLL - 32^ - ar اترو‎ asm a uma mm ړ‎ gem ag 


因为 
rr 
dies dl ا‎ 
USHER) ,只 要 证 1 - 32" - 38 + tm +" > 0, 
a -2?)(1-2) 22(7-2» 
щй, (1 - 之 )(1 - 之 ) > 2G = 9) BORD йу. 
于 是 ,在 式 (35) 中 ,由 xyz = 1, 可 不 妨 设 xy > 1, 
1 1 1 
UFO) Or +) ^ 16 (ay 


a -27)0 -7)22(^-27) 
i 了 
Oe +) 4 р ра (y)? 
RO + @ иф (40). 
还 有 如 i) ( 自 创 题 ,2006. 06. 25) 


= 
Larrea 
其 中 ,x,y,z € В", В ху =1. 
ii) CE 8,2006. 06. 25) 
< eie es 8: 
Lr” 
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(41) 


(42) 


其 中 ,x,y,z € R°,zyz = 1. 
ж st(42) 等 价 于 
1 3 
Батуга” 
于 是 只 要 证 
(1 -2)0 -2*) 22(2 - 2) Ф 
式 四 左边 -右边 = 
аа жек $2) ez 6) 2)1 ee ez 42] = 
(1 - 3? [(1 + 22) (1 - 27 2:7) 32 (1 7:5 + Q2 +2)(2 - 2° +:")] > 
0 
式 @ 成 立 , 故 由 式 (40) 知 式 (42) RE 
例 32 〈 自 创 题 ,2006. 07. 01) 对 于 任意 实数 a ‚а, ‚а, ‚5, vb: sbs , 
Qi + af + а) (а +] + а) (af + af + 0) > 
(ат + а + a) (а + а,Ь, + а,Ь,)* (43) 
HAMM а = b,a, = ба, = b 时 , 式 (43) 取 等 号 . 
iE НТИ -abi aj S - а} ФПИ АРИУ, HM 
СЫ = à) (5 - a3) 20, (5 - ai) (b3 = a) 20, (i - a) (b - a3) > 0 tF 
必 有 一 个 成 立 . 
ЖЙҢ#(Ы - a1) (8 = a3) > 0, BJ ES > abî aj) - айа}, 
(0 +аї+а1)(Ы + a} +а1) > (а + lj - aja) + (aj +а)) + 
(ai + a + (ai +а3) (аі a) = 
(ai +a} + a) (a +b +) 
因此 
(bi +a} + aj) (af +3 +а) (а +a) +6) > 
(a? + af ed) + a} + al) (а + b +) > 
(aj +a} + aj) (a,b, + ab, + a,b,)? 
由 上 证 明 易 知 , 当 且 仅 当 a，= Ьа, = b,a = b, 时 , 式 (43) 取 等 号 


例 33 (АӨ ,2006. 08.02) «a,b, CR i = 1,2, mia = bo, 


则 
Jle- (a, -501 а. сў (4) 
当 且 仅 当 n = 2 时 ,aa = bb, Bin > 3B}, a, = b = 1,2, n) , 式 (44) IR 


等 号 . 
为 证 式 (44) , 先 证 以 下 引 理 . 
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3E Шага -b,Ha, - (i = 1,2,:,m,m 2 2) 同 号 ,a =0, 则 


Je = (750) ma + La- EG 7801 (45) 
HARM a, - 012,7, mm 22) tB fim - (m 22) 个 为 零 时 , 式 (45) 
ms. 
证 ”应 用 数学 归纳 法 . 


i) йт = 2 时 ,由 于 a -b,a - b, EF, AK 
Са - (a, - b) La - (а, -b:)] - ala - (a, = Б) - (a, = b;)] = 
(a, - 5) (a - 5) 20 
即 式 (45) 成 立 , 当 且 仅 当 a，= b Жа, = b; 时 取 等 号 . 
Ji) 假设 m = k(k 2 2) 时 , 式 (45) Ў, ага - b, Ha -bli =1, 
2,,kk 22) 同 号 ,a > 0, 有 


à à 
Ц: - (« -b)]za"-.[a- 2 (a cH» 


当 且 仅 当 a; -b (i = 12, kk =2) 中 ,有 大 - 1 个 为 零 时 取 等 号 , 
Mm =k +1(k =2) Rf, ага, -b,, Ba, -b,(i =1,2, 1k >2) 
同 号 ,a > 0, 这 时 


m à 
Ци - (a, -b,)] = [le = (« -6b)] [a = (a -bu)] > 


a- [a = X =b) ] + Ta = Com -ao = 


m à 

a' [a - Y (2,7 5)] tat U2, (a -8)1° 
[i f 

(aa = ba) > 


m 
ta- YG-8) 
RB a, = b 12, e 1,k > 2) 同 号 知 
А 
Уба h) (a cha) 20 
由 此 知 , 当 m = e 工时, 式 (45) 也 成 立 , 当 且 仅 当 a = b (i = 1,2,6 +1, 
k 22) 中 ,有 k(k > 2) 个 为 零 时 ,上 式 取 等 号 . 
根据 归纳 法 原理 ,由 i ) i) 知 引 理 成 立 . 
下 面 来 证 明 式 (44)。 
Mn =2 时 ,有 
(b жа) ба + b) > (VOD + fb 
式 (44) REHANA аа, = bb, 时 取 等 叶 , 
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Primary inequality Proof 
Xn > 318 Æa -bli = 1,2, 7, n,n 2 3) 中 , 若 全 部 同 号 , 则 由 引 理 有 
n 
[It^ 7 (« 73010 4" + Ca- 2-0] = 


(ою > 


«сўм 
即 式 (44) RL. 
deo, -有 (GE = 112,5 23) 不 全 为 同 号 , 则 其 中 必 有 之 2) 个 同 呈 ， 


SF n-k(kz2,3,,n-I,nz k +1) 个 也 同 号 ( 视 1 个 为 自我 同 导 ) ,不 
а -b (i 1,2, kk 22) 同 号 ,另外 aty = bu = 1,2,0 -k,2 < 
k < n) 也 同 号 ,由 引 理 ,有 


à 1 
Це = (& -501 84" te- Xu - 801 Ф 


file (a =a.) ee Ф 
于 是 ,将 式 O.O MUAR WS 
ин 2a [a - X (a, -1-1а- X (n 7019 
=. An 
即 得 式 (44). 由 以 上 证 明 过 程 及 式 (45) 中 取 等 号 条 件 可 知 式 (44) 的 到 等 号 条 
m 


iE 1. 8/32 中 式 (43) 只 是 式 (44) 中 n = 3 的 特例 
2. 式 (44) PMF: € R,i = 1,2,…,n, 则 


màs -G- з» (у. (so (46) 
MAMY n = 2 时 ,zx = yis п> = y = 1,2,++,п),Җ(46) Ж 
等 号 . 
3. 式 (44) 是 一 个 应 用 广泛 的 不 等 式 ,如 由 式 (44) 可 得 到 : 
i) Ex ЄВ, = 1,2, o € R^ Е, En > Eo 2, 则 
à ` 
Io «m» Gon т hata 
当 且 仅 当 n =k = 2 时 ,zixa = a, 或 上 >2 时 ,z x: = == = 
式 (47) 取 等 号 , 


-hy (а) 


171 


* E 
" 
а nk 
QAM Ram = 


Gon ا‎ 


取 n = 上 得 


د 
)218 


Це» > c ee ee Uer (48) 
式 (48) 取 等 号 条 件 同 式 (47). 
ERa = 3, 得 
n 3 › 
Це +0 > +e (Pa) 
此 式 即 为 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 07 中 的 式 (14). 
d) 在 式 (48) 中 ,将 n 换 成 2n, 并 令 x。 = дуу, = a" ma = DUE 


到 
Te e E bd шыу e E Ore 
由 此 有 
ne» > ICT nt. »E (49) 
MBs = 和 = 时 , 式 (49) 取 等 号 . 


在 式 (49) 中 再 取 n = 3, 即 得 


› › 
Hoa +) 2n. (D. Xx 


此 式 即 为 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " 例 7 中 的 式 (15). 


数学 奥林匹克 


不 等 式 研究 172 


4. 用 类 似 的 方法 ,可 以 得 到 
Пт eb partit aot (50) 


时 , 式 (50) REG, MEn, k HEM. 


HAM x, = z; 


fi^ (аза, suns ER) 
可 得 到 下 面 命题 
ӨН Kah ER =1,2,-,л,т ЕВ, Н. п >2, аг =a, 
则 
a Дра = (o? 97 sa едд" Gn 
ME a, = a = … = a, = b = b = … = 也 时 , 式 (51) REY, 
例 34 设 x,y,z ER JU 


x y 

A = «ілу (52) 

МЕЧ а = Зу = 0; 或 y = 3z,x = 0:80: = 3z,y = 0 时 , 式 (52) RYS. 

证 一 由 于 题目 中 的 困难 之 处 是 分 母 中 有 根 号 ,因此 ,用 变量 代 换 ,消去 
分 母 中 的 根 号 是 当务之急 . 引进 三 个 正 实数 a,5,c, 使 得 
= + 


从 上 式 ,有 
seyese das eb ed) s el ке - a) 
у= CET ENEE TCE -ё) Ф 
由 于 题目 中 的 不 等 式 关于 x,y,z 是 圆周 对 称 的 (在 变换 * 一 7 一 zx 下 不 
变 ), 不 妨 设 * 是 z,y,z 中 的 最 小 的 一 个 非 负数 ,于 是 ,利用 式 QD,a 为 a,5ic 三 个 
正 实数 中 最 大 的 一 个 . 
因而 ,问题 转化 为 去 证 明 


В+ -а NET - ر‎ += ыз 


TY 
2c 2a 2b (a +b" +) 四 


由 于 
2(d +b ed) - (a + V xy = 
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2(o + + e) - (а «2a / «c + b^ ed) = 
la- И «dy 20 ® 


[E 0) = 10а e Fr) Ф 


BMX ® 和 式 Ф 知 ,如 果 能 证 明 


ede dtd t HE <i /te) ® 
则 式 Qo 成 立 ,本 题解 决 . 因为 
Dro-a + -t a +b - 2 
LELE CELE 
с а b 


2 
n 


所 以 有 


a +b +e + ар? =a) + belê = P) + cala -ce)] 


(a +b +e)(a -b)(b - c)(e-a) = 
(a +b c)(a! - ab - ac + bc)(c - b) = 
(a +b + e) (alc - са? + be? - с + ab" - alb) = 
аЬ - а?) + be(e? - P) + са(а? - è) 

因此 有 


+e - а-а e = 
с а b 


2353 abe + (a - b) (6 - e) (e = a)] @ 
MRO 和 式 @ 知 ,我 们 必须 证 明 
4(a +b + c) [abc + (a - Б) (b - c)(c - a)] < Sabela + / +) Ф 
这 里 a,b c 是 正 实数 , 且 a 为 最 大 的 一 个 . # а 为 变量 ,5,c 为 参数 , 令 
Ка) = 4(a +b +e)[abe + (a = b)(b - с) (с = a)] -Sabela + / + d) = 
4(a +b+c)(a -b)(b-c)(c-a) + abe[4(b +e) -a -5/ +] 
@ 


由 于 x > 0, 从 式 @ 中 第 二 式 ,有 oa < / + Z. 

当 a。> 5 时 ,如 果 我 们 能 证 明了 /a) < 0, 这 表明 当 5 <c<a < i + 
时 , 式 @ 成 立 ,利用 式 @, 有 

ab(5/F + +a -4(b +с)] > 4(a +b *c)(a -b)(a -e)(c -b) 20 © 
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当然 如 果 能 证 明 式 加 , 则 f(a) < 0 MEER O BAIL. 现在 我 们 说 明 只 要 在 
c > 6 条 件 下 ,证 明 式 回 就 够 了 . ще < 8 时, 令 b" = с,с" b, <e Sa < 
JW xd = Vb ст ША Q ir oot 
ab'c' [S/b & c7 +a -A(b* c*)] 50 ® 
这 里 将 式 @ rp b Hb" 代替 ,c с" 代替 ,就 能 得 到 式 O. AR O R a[l 
5>c, 有 
abc[ SVP +e" +a -4(b +e)] > 0 = 4(a +b +e)(a - b)(a - c)(c - b) 
® 
由 @\@@ 和 四 三 式 可 以 知道 ,始终 有 f(a) < 0. 
因此 ,问题 转化 为 在 b < с < a < / + 2 条 件 下 ,证 明 式 加 成 立 ,或 证 明 
等 价 的 不 等 式 /(a) < 0. 
Mb = ec 时 ,ao < b, HARO, A 
Жа) = a (88 - a - 5/2b) = aP[(7 -S52)b-(a-b)] 
明显 地 ,7 - 55 < 0,a -b 20, X b > 0, 所 以 f(a) < 0. 
Me > 6 时 J(a) 是 关于 a 的 一 个 三 次 实 系数 多 项 式 , 首 项 系数 是 4(c - 
b) >0(з&@®). 常数 项 (0) = 4(b+c)be(c -5b) > 0. REZBA a) 的 根 的 情 
况 . 当 f(a) 是 很 大 的 负数 时 ,f(a) < 0, 由 于 f/(0) > 0, 所 以 在 (- ®,0) 内 ， 
Жа) 必 有 一 个 实数 根 . HARO, A 
Кс) = bé (4b + 3¢ - 5/37 + à) @ 
由 于 e > Ь,0 < (4c - 30)?, 则 展开 后 ,有 
16e” + 9b" > 24be в 
于 是 ,有 
(3c + 4b)! = 9c + 24be + 16 < 
(90 +160) + (16? +90) = 
2508 +0) 
上 式 两 端 开 方 ,有 
3c 4b <5/ + ® 
BROAR, HAN) < 0, 这 表明 /(a) 在 (0,c) 之 间 必 有 第 二 个 实数 根 . 
ЛМ) = 4( UT же +b +e)( +e Б) + 
(VPE +e -e)(e-b) + 
VV + ebe 4(b +e) -6/ + 2] = 
4(@ = be +e V +) (VP +e ~e)(e = b) + 
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2/6 + ebe[2(b + e) - J| ec] = 

[4e( +è) (e - b) - 4e(e? - bc) (e - b) - 6be( + e") ] + 
4100 - bc) (c - 8) -èle - 0) +belb + e)] BT +e = 
-2b(5U + 2) +8be b+ e = 

- 2be( VP +e" -2b) < 


0 
HI F f(a) 的 首 项 系数 为 正 , 则 a 取 很 大 的 正 实数 时 J(a) > 0, 因 此 f(a) 
在 区 间 [ V + r, + =) 内 有 第 三 个 根 .f(a) 是 a 的 一 个 实 系数 三 次 多 项 式 ， 
已 知人 Ka) 在 (-%,0),(0,c) [ VEFE, +=) 三 个 区 间 内 有 一 个 实数 根 , 则 
Ка) 无 其 他 根 了 , TJE (a) 在 区 间 [e, И + 2 ) 内 不 改变 符号 (否则 将 产生 


—A AR FIR) 那么 对 于 [e, V + e) 内 任 一 正 实数 av(a) f Co) 同 号 ,而 
前 面 已 证 /(c) «0,384. (а) < 0, 这 恰好 是 要 证 明 的 . 
证 二 (SÉ THE LOVE MAKES US STRONGER, Jack Garfunkel 提供 ) 


ха z(3z +3y +5) , z. 
GÀ zty rr 

zy z 

DY X xy Derr 


x í 
XeQG€XI1D EX 


因此 ,只 要 证 
А А 25 
о +) ESTE Ф 
EA = DB Уу, = зуу = луг, 
Y LLL - 3 198 +15С +36: 
Зх 13y +z 79A +39В +39С + 82r 


z _4В +3С e Sr 
2+ у BHO 
将 以 上 两 式 分 别 代入 式 四 ,并 整理 得 到 
12207 + (2104 + 176B + 1 072C)r + 334B + 814C + 
255C° - 241B + 78BC > 0 Ф 


ав = уг. Zey = ey + Угу B 
ас = Уг: Уау = ay + уу + Cr 
В = (У èy)? = Уку +2Cr 
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C (Xx = Xy +2Br 
BC = У у: Yay = уху + Ar +3 
将 以 上 各 式 分 别 代 入 式 @ 左边 ,经 计算 并 整理 ,得 到 
ROEM = У, зу(11х +9у)(3» +y)(z - 3y)? + 
(288А +719В +671C)r + 
1454 20 
ics RIL, fik (D йз. ,зҖ (52) RIE. 由 上 述 证 明 的 最 后 一 式 的 取 等 号 条 
件 可 知 式 (52) 的 取 等 号 条 件 . 
Ж “1， 以 上 证 明 可 参阅 黄 宜 国 著 ( 数 学 奥林匹克 大 集 1994》, 上 海 教育 出 
版 社 ,1997 年 出 版 . 
2. 式 (52) 曾 被 改编 成 “第 48 届 IMO 中 国 国家 集训 队 测试 题 ”; 
设 a,b,c € (0,1), Ra? + + =2, 求 证 


MAD = 1,6 = +, 


b = ИВ. 
证 三 (EG) Kita = mala hcl. ИШ < + N 


2-28 2-260 2-24 ے‎ 5 
WXeUiotu ot x 94? 


зве, Егас Ser ET Ф 


bela? +è - P) + cala? + P - D E -4). 
abc 


Ss Fe 
a*c*c)(a -b)(b-c 


EA £ < a+ ETA 
4(a +b +e)[abe + (a -b)(b - с) (c - а) ] < Sabe(a + М + e )es 


a+b+c+ 
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4(a +b жс) (а - 5) (а - c)(c - b) + abe[4(b + c) - a - SJB *dl« 
0 


d&f(a) = 4(a +b +e)(a - Б) (а - e)(e - b) &ab[4(b + e) -a - 5 
М d), FB: 
i)becsas /Й rZ, b = cBf,a < (Fb. HR 
Жа) = alf (8b -a - 52b) = aP[(7 -5/2)b + (b-a)] < 0 
b < c Ri Ла) 28 a 的 三 次 多 项 式 , 其 首 项 系数 为 4(e - b) > 0, 故 
lim /(a) < 0, lim/(a) > 0, 而 
一 KO) = 4(b + c)be(e - Б) >0 
Ke) = bé[4(b +e) -e -S/ +) = 
bc (4b «3c -5V +e) < 
O( 4b + 3e < SVT es 
16" + 9c + 24be < 25 «25869 
96? - 24be + 162 > 0(3 - 4e)? > 0) 
0а) 在 (~ 9 0), (0,0) (e, +0) 上 有 三 个 实 根 . 


考虑 /( £27) 的 符号 ,注意 到 /La) SRO 中 左边 减 去 右边 的 符号 相 


同 ,只 需 考虑 
ج‎ Bede з, FFF) @ 
当 a = VTE вр 
RO = ii E FTF + FFE) = 
"m 
+2- Í/F = 
"m 
ig +4 V +e -5S(B +0)] = 
+e 
us УЙ S 58-02) <0 
а 


(4b / + SU + 166 +1600 < 
256% + of + ОРО + cf - 6b" > 
030? - è)? 20) 
МЕТАЛ E + e) < 0 这 说 明 : 当 e < a < FFE Bf f(a) «0. 
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й)#рс < < а < JF «C. ЖВНЕ а, Ла) 20, b = c, 
а =b, Wb, «e а < E +e, i) Я (а) «0,8 
Аба +b, +e)(a =b) (a =) (а = h) + 
ajbe[4(b +e) -a -5V8 +] «0 


m 
4(a, +b +e)(a, -c)(a, - b) (b - c) + 
abe[4(b +e) = a, -5/ +02) «0 
又 > c, 所 以 
4(a +b +c)(a, -c)(a -b)(b-c)>0> 
4(a +b +c)(a, - с) (а; -b)(c - b) 
因此 


Ka) <4(a +b +с)(а, –с) (а -b)(b - e) + 


ajbe[4(b +c) - a, -5/ +] «0 
Xia = 1, = Te = E 
835 уло ER', 且 x +y+z+w =1, 则 


x z ш 


РЕС СИЯ + 
up ут: tu fari 
证 由 #+y+s+w=1 知 ,s+z 与 y+w 中 必 有 一 个 不 大 于 十, 着 y+w < 


<+ (53) 


L, 据 例 34 中 式 (52) ,有 


ЕЕЕ ERR TEE] 
Vx+y y+: Vitw wrx 


Eo. 一 一 + 一 一 ) + (一 一 + 一 “一 + 一 一 ) - 
E 


Ж+у Уу: Jar "rw uz Jari 
(+) (T+ FETE) aT = 
2+5 Мх +: 4 


AGAT + ET) - ata < 
AG) -Vy 
Фужи = u < 才 , 于 是 只 要 证 
140-5 - us} 
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54/2(2-u) - 4/1-u < бе» 
50(2 - u) < (6 «4/1 —u) = 52 - 16и + 48/1 - ues 


24 - 24/1 -u < Tues 
24u 
1+ i-u 


a 


< luc 


u <1 < (3) ® 
因为 аар < 1- (8) 
所 以 式 Q 成立 . 

dixere JUR 

жуг Жу p Qe o бы # nii Wee, 
Vary Wri Jaru Jara Syr: VET Jary 

t+) > 

wra Key Ii wy rtu 
(E+ VT) - yw 
以 下 证 法 同上 ,从 而 式 (53) 获 证 . 

例 36 ( 自 创 题 ,2006. 12.2) it a,b,c € К“, H abe = 1, 则 

(b +e)(e *a)(a +) (а +b +e) > 3(1 +а?)(1 + 2) (1 +) (54) 
ШЕ ща =b = с = 1 时 , 式 (54) 取 等 号 . 

证 将 式 (54) 两 边 展开 ,并 记 % = a +b + eu = be + ea + ab, 注 意 到 
abc =1 ,可 得 到 


iis 34 -34 + Ss, +6, -6>0 ° 
于 是 ,要 证 式 (54) 成 立 ,只 需要 证 式 O ASL. 下 面 分 两 种 情况 证 明 式 QD. 
D #s >s M 
XO Ad > sis - 391 - 302 +113, -6 = 
(s -3)( -35 +2) (GEER s 93, 235) > 
0 
此 时 , 式 (54) 成 立 . 
ü) 车 s < s4, 则 
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4 - 
sk end - (8 +6)з, + (sl - 55 +6) sotti A چ‎ Ф 


a 
e Беса ® 
其 中 4 = st -244] + 605, - 36. 
由 于 
si - 240 + 608, -36 - (31 24)! = 
44] - 285] + 60s, - 36 = 
4(5 -3)'(s - DOERR s, 23) 20 
得 到 4 > ú - 2s, > 0, 因 此 ,要 证 式 OO 成 立 ,又 只 需 证 
n 2. 2 d. 
ise d 26) ap it 25) 


m 
íi <s Ф 
91-3 +3 
3 

Hrs > s, > 3 知 式 @ 成 立 ,从 而 式 @ 成 立 ;下 面 证 明 式 O 成 立 , 即 证 

d-4-354320 © 
His, = dus - 455 +9s > 0( 见 第 一 章 * 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " 例 14) ,得 到 
$49 
ds 


s< 


@ 


4ú 


因此 ,要 证 式 @ 只 要 证 
^ А 
e ta < 3 -4й + 12s, -27 206 
i 
-3 =, +9) 20 
шз, > 3 易 知 上 式 成 立 ,从 而 证 得 式 @, 故 当 s > s 时 , 式 (54) 也 成 立 . 
综 上 可 知 , 式 (54) 成 立 ,由 证 明 过 程 中 易 知 取 等 号 条 件 . 
Ж ”车 在 式 (54) 中 作 置换 :a 一 bc, b — ca c — ab, 则 得 到 
(+e)(e+a(a+b(ie+ca+rab)>3(1+a)(1+E)(L+e) (55) 
其 中 ,be € R' B abe = 1. 当 且 仅 当 a = b = с = 1 时 , 式 (55) KES. 
例 37 〈 自 创 题 ,2009. 04. 08) 在 非 钝 角 ДАВС 中 ,外 接 贺 半径 为 R,BC 为 
最 小 边 ,m,。,w。,h。 分 别 为 BC 边 上 的 中 线 , 角 平分 线 ,高 线 , 则 


mw, + oj + mh, > Ze (56) 
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当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 式 (56) 取 等 号 . 
AE 设 A4BC 三 边 长 为 BC = a,C4 = b,AB = c, 面 积 为 A, 则 由 第 六 章 
“三 角 几 何不 等 式 ” 中 的 式 (20) ,有 
mw, > (a+b +c)(-a +b +e) 
But 
mw, + wh, + mah, = тую, +2/тую, * h, > 
iG +с)(-а+Ь +e) + /(acbac)(-a«b*c) E А 
R [ (sin! B + sin? C + 2sin Bsin С = sin?A) + 
4/sin"B + sinîC + 2sin Bein C = sin?A « sin Bain C] 


由 此 可 知 ,要 证 式 (56) ,只 要 证 
A(sin'B + sin'C + 2sin Bsin C - sinz4) + 


16./зїпЇВ + sin? C + 2sin Bsin C = sin'A + sin Вып C > 27 Ф 
由 于 BC 为 最 小 边 , 即 C4 最 小 ,不 妨 设 人 C > LB > 44, 下 面 分 两 种 情况 
来 证 明 式 O. 


DMF = CC> ¿B> T > 4 时 , 则 有 sin C > sin B > Ê, sin A < 


3 
5 ,于 是 
4(sin"B + sin C + 2sin Bsin C = sinz4) + 


16Vsin B + sin C + 2sin Bsin C - sin 4 * sin Bsin С > 
ats + (у acl - By 


16 [cy * y ahy - By . cB = 27 
MK O 成立. 


i) MF = LC= F> 4B> LAM, HF > /С=т-/А-/В> 
т-2/В > 0,# sin C > sin 2B, sin A < sin B, 于 是 
A(sin'B + sin'C + 2sin Bsin C ~ sin"A) + 
16/578 + sin! C + 2sin Bsin C — зА + sin Bsin C > 


4(sin’2B + 2sin Bsin 2B) + 16Vsin’2B + 2sin Bsin 2B + sin Bsin 2B 
由 此 可 知 , 要 证 式 (56) 成 立 ,只 要 证 
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4(sin?2B + 2sin Bein 2B) + 16V/sin'2B + 2sin Bsin 2B - sin Bsin 2B > 27 
Qo 


BE cos B = =. <= < ust ORB Er Gn) ,并 整理 得 
到 

— 4 096x" ~ 4 096x + 12 0324" + 11 77647 ~ 12 032: - 11 2642 + 

3 488х* + 2 720,7 +6081? + 864x - 729 > без 

(2x -1)(-2 0482° - 3 072x" + 4 4802” + 8 1282 - 1 952x" — 

6 608х* — 1 560? + 580x + 594х +729) > 0 


由 于 2z -1 > 0, 因 此 ,要 证 式 OME EM} esent 


-2 048? -3 072: + 4 48047 + 8 1282 - 1 95287 - 
6 6084" ~ 1.5602? + 580x? + 594х + 729 > 0 ® 
Җ OEM = 512 (- 24 +1) x - 1) (x +2) + 
16s( 28 + 1) (2x - 1) (224 + 1035 +7) + 
4(-228 & 1) Qx - 1! +2(-2 +1) (2s - 1) (3585 +271) + 
12412( - Zx +1) (25 - 1) + (191 - 1242) (22-1) 20. 


(注意 到 十 < x < P) 因此 , 式 加 成立 , 故 式 加 成 立 


由 i) i) 可 知 , 式 @ 成 立 , 于 是 式 (56) 获 证 ,由 证 明 过 程 易 知 , 当 且 仅 当 
AABC 为 正三 角形 时 , 式 (56) 取 等 号 . 
#38 。( 自 创 题 ,2006. 10.03) 设 x,y,z CR, Bh «y + «3,8 
2 + az < y + Pa ج‎ (59) 
MHz = y = z = 1, 或 者 x = 0,y = e = RR y = 0,: = x = Z, 
或 者 z = 0,x = /2y = 42 时 , 式 (59) HORS. 
证 因为 当 z > y > z 时 ,有 
Hy +уз + و‎ (a + +a) = (z = y) (y =s) (z - z) 20 
所 以 要 证 式 (59) ,只 需 证 在 z > y > :情况 下 成 立即 可 . 
又 因为 
2 +ху: - ду - r 2 y+) + ayz 
y( +2) -my -JPz -zx = 
2-yG +2) +) -y)(y - z) 2 
2-y( +2) 
所 以 又 只 需 证 
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22y(6 +0) Ф 
因为 P+ + <3 
所 以 要 证 式 (D, ARIE 
22y(0-y)ey -3y +2 2 06 
(у-1)%у+2) 20 
由 此 可 知 , 式 @ 成 立 , 从 而 式 (59) 获 证 . 由 证 明 过 程 可 知 , 当 且 仅 当 x = y = 
z =1, 或 者 z = 0,y = 7: = 2 Ry = 0,z = Л = 人, 或者: =0,z = Py = 
AE nt, 059) MES. 2 
939 (1,2007. 09.09) ¥ a,b,c ER, Ha +b +e = 2, 则 
уро + Zabe) «i (60) 
MEAN a buc 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 均等 于 1 时 , 式 (60) 取 等 号 . 
证 “不 护 设 < 最 小 , 则 0 <。< 子 , 则 


1- Уво - Say? 21 - (ab)! - (а + P) - S abc? - 
1 - (ab)! - (a +b) + За (a +b) - Say - 


1- (ab)? - (2-с)? - ae (2 - e) + аре [ (2 - e) -2(ab)2] > 


1-5 seo e ا‎ . ety eoa. 
ç 
et =e) -i = 


y 0-0 A AL 
1-0-3) e(2-c) 512° (2 с)? = 


(注意 到 2 - > 0,1 - C59 > o) 


- (1-5) ۔‎ 65°) e) = 
1-(1 > 512° (2 с)? = 
15 _505, 1875, 1947. 657 

4*7 64° t 128° 7 256 


7 4 *3* 7356 
ea - 30563 + de De a a) 8760-3 > 
0 
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故 式 (60) 成 立 . 由 上 证 明 易 知 式 (60) 取 等 号 条 件 . 
由 式 (60) 可 推出 : 设 a,b,c C R^ Hae bic = 2, 则 
1 
> 1+5 <! 
当 且 仅 当 a,6,c 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 均等 于 1 时 取 等 号 . 
这 时 很 自然 提出 一 个 问题 : 设 a,b,c € R^ Ha +b +c =2, 求 和 A 的 最 大 值 ， 
使 
у Рё +A(abe))' «1 
成 立 . ES 
#40 (&68/,2007.02.28) i x,y,z ER, 9 
Z(X2)2(X2' у (-«+у+:)? (61) 
MEN x = у = 281,061) ARES. 
证 


Z(ESY-(OX2S'XGCkreyeM 

38X2-Ye e+ +. EOÀ- 

(EDE) GZ - 2) = 

Ie Tar Ee) 6X X4 GXS-Ye De) + 
XEOSUOLPE-OESXS32YX3GX2-2325» 
вуз. EEO- -AUE Xr: LO- = 
2X: XG426 y +) - (z +y +a) (yz +z +ay)](y = s)? = 
2J x Y [2(y +2) -aly +2)" -ayz +3(у +z)( +?) -yaly +2)] ‘ 

(7 - > 

1X: XD6 432 y+) + (+2)? -+ =2)? = 


23 Dordi -froy $O- S 
0 


E d. 在 式 (61) 中 , 令 z = Ey Сва. n Ê uas ey. 
命题 1 a,b,c € R, 目 b+c,c +a,a+b CR RI 
ZUXGsY2z6Ys4 (У а)* (62) 
当 且 仅 当 a = b = c 时 , 式 (62) KEY. 
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2. 在 本 章 例 17 中 , 取 n = 2, 有 : 
设 a,b,e ER-, 则 
8( a")? > 3 ¥ (° +0) (63) 
因此 ,由 (62) .(63) 两 式 即 得 下 面 命题 
命题 2 a,b,c ER-, 则 
3X2)!» Xa (Xa (64) 
当 且 仅 当 = b = 时, 式 (64) 取 等 号 . 
з. 我 们 又 一 次 有 理由 提出 以 下 狂想 . 
猜想 а € R (i = 1,2,3,…,m) ,m,n 为 正 整 数 , 且 n > m > 2, 则 


"ўер" > Ran. (ham 
当 且 仅 当 a，= a, = … = a, 时 取 等 号 . 
Жж ”此 猜想 在 本 章 例 6 中 已 给 出 , 即 式 (5). 
例 41 设 0<a,b,c <1, 则 
a b c 
T+b+e T+e+a Гать 


HANM a = b = e = RSS) 取 等 号 


题 源 :2006 年 12 月 5 日 于 晓 强 (大 学 生 ) 电邮 笔者 时 提出 的 问题. 

以 下 解答 由 “天 涯 黎 建 平 " 于 2007 年 2 月 26 日 在 “中国 不 等 式 研究 小 组 网 
站 ”上 “竞赛 不 等 式 ”专栏 中 提供 的 思路 ,本 人 作 了 详细 解答 

证 


*«a-90-90-927 (65) 


式 (65) 左边 -右边 = Y, pT +1 Eat Ibe abe = 

3 [em 
GEk-iXe Eyit h- Larig t- ate) = 
[LSa +e+1)- et = 
yel, ассо) = 


4(b +e +1) 


XY d-ed-»d-o 
由 此 知 ,要 证 式 (65) 成 立 , 只 需 证 
a(b+ce-1 1 1 
х0, G-92G-9d-920 Ф 
下 面 分 两 种 情况 证 明 . 
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i) Ed. -o0--0(--9 > о, Ф BARE, EDO = 
b =c = 到 时 取 等 号 
H) 90-а) Со) «oma-Do-Dc-D >o, 
由 对 称 性 ,不 妨 设施 - a S + - b < + - c, 下 面 再 分 两 种 情况 证 之 . 
i)#a-T2>b-T>e- T> 


а22(а-1) 20, же? < 4) -H-H >0 


所 以 OD uoc Dg Lol 
x b*c*1&3 

y a(b*c-1) . 2. 1. i 4: 
ий ет e pO- pep 


注意 到 以 上 诸 式 取 等 号 条 件 可 知 ,上 式 等 号 不 可 能 取 到 ,因此 


a(b*c-1) 2 1 1 1 
d eccl) ?»$3G-30-36-2 


同 理 还 可 以 得 到 另外 两 式 ,将 此 三 式 左右 分 别 相 加 ,得 到 
X “кер »xob06-be-bs 
G-po-pc-D 
PURO 
ü)Ea-po0si-Lcc-la 


a»2a-5), (вже) »40-1(e- 1) 


x ъ+с+1<2 
: 
gu 和 和 > (e e- 
E 
因此 Укту» oc-pe-be-b 
эни QD. 


综 上 , 式 (65) RUE, MED a = b = e = 十 时 取 等 号 . 
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注 ”福建 陈胜 利 老师 提出 :条 件 可 放宽 为 a,6,c € R^, B abe S 1, 式 (65) 
仍 成 立 ,但 未 给 出 证 明 . 

例 42 ( 自 创 题 ,2007.02.10) i а,Ь,с € [m,M)(M > m >0), 则 

(M + m)C/M + /m) , 
По зо = ry По -o| (66) 

HED а,5,с( TERHI) 分 别 取 М, /Мт,т 时 , 式 (66) 取 等 号 

Ш 当 ,b,e 中 有 两 个 相等 时 , 式 (66) 显然 成 立 . 今 设 a,b,c 互 不 相等 ,由 
于 式 (66) 为 对 称 不 等 式 ,不 妨 设 m < c <b < a S муа 


A = (M + m) CM + ут)? 
(M - m) (4M - | m) 


Risk (66) 可 改写 为 
Ke) = [Ca +b) -Ala -b)]e? + [(a +b)? + Аа? - E)]e + 
ab[ (a +b) -A(a-5)] >0 o 
下 面 分 两 种 情况 证 明 式 O 成 立 . 
1)#а+Ь > A(a -45) (由 已 知 条 件 可 知 ,a +b (a -5)), 式 四 显然 
成 立 . 


H) d$A(a-5) >а+Ь, А - 1)a > (A * Db, Rl (c) 可 视 为 c 的 二 
次 函数 . 由 于 此 二 次 函数 的 二 次 项 系数 小 于 零 ,其 图 象 为 开口 向 下 的 抛物 线 ; 又 
т Se <b <a < 对, 因此 ,如 果 我 们 能 证 明成 m) 20, E /(M) = 0, 则 式 四 成 
x. 
ЖйЕ/\т) > 0, 这 时 
Кт) = [(a +b) - Аа - b) lm + [(a +b)? + Аа? 6)]m+ 
ab[ (a +b) -A(a -8)] = [(А + Da - (A - 1)m]# - 
ГОА - 1)а? - 2та - (À +1)m']b + 
ma[ (À + )a - (À - 1)m] 
上 式 又 可 看 做 是 关于 5 的 二 次 三 项 式 ,由 a > m > 0 知 
(4 *Da- (A - m »0 
Wit, Ei f(m) > 0, 只 要 证 关于 5 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 4, < 0, 这 时 
À, = [(A -1)а*-2та- (À +1)т?]? -4та[(А + 1)a - (A -1)m}? = 
СОА -De -2ma - (À + 1)т? +2(А +1) таа - (A - 1) / mam] - 
[(A -De -2ma - (А + Dm? -2(А +1) таа +2(A - 1) /mam] = 
HECA 7 1)a - (А +1)т](/а - /m)* +4۸ V ma(a -m)| - 
[Aa - m) (Va - /m)° - (a + т)(/а + /m)'] 
因为 (A - Da > (A+1)b > (А +1)т 
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所 以 (A -1)a - (A + 1)т >0 
x a-m>0 
所 以 [(A - Da - (À + )т) а - Мт)? «4A /ma(a- m) > 0 
因此 ,要 证 A, < 0, 只 需 证 
A(a - m) (Va - /т)* - (a +т)(/а + Jm)? «0e» 
ОКЫУ. (а - ту = Уй ~ (а +m) (VE + RJ" жез 
(a +m) (a + Vm) (M - m)( /M - ут)? - (a = m) (/a = Jm)? + 
(Мат) C/M + fm) 20 Ф 
ROEY = [ (aM - m°) + m(M - a) (a + Jm) (V/M - Vm) - 
[(aM - т?) - m(M - а) (VM + /m) (Ja (т)? = 
(aM - т) Ga + Jm)’ (G/M - my - 
(VM + fm) (a - /m)°] + 
m(M - а) Са + Vm) (VM m) + 
(VM + Мт) (а /m)°] > 
(aM - т) (fa + /т)(/М - /m) + 
(VM + fm) (fa - /m)] ° 
La + /m)( /M - Jm) - (М + /m) (a - /m)) 
(注意 M -a >0) = 
2/т(аМ - m°) ( /M - Ja) [ (/a + /m)( IM - Jm) + 
(M + Jm) CAM - /m)] > 0 
(注意 到 a > m, M > m,M > a) 因此 式 Q 成 立 ,4, <0, 从 而 有 flm) > 0. 
T$IE f(M) > 0. 同上 方法 ,有 
ДМ) = [(a +b) - Аба -b)]M°' + [(a +b)? + Аа? - P)]M + 
ab[(a +b) -Ala -8)] = 
[КА +1)M - (A -1)b]a? - [ (À - 1)M* - 2bM - (А * 1) ]a + 
ЪМ[(А +1)M - (А - 105] 
上 式 又 可 看 做 是 关于 a 的 二 次 三 项 式 , 由 M > 5, 知 (A +1)M - (A -1)5 > 0, 
RN, REAM) > 0, 只 要 证 关于 a 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 A, < 0. 这 时 
A, = СОА - DM! - 28M - (А + DET! - 4M[ (À + DM - (A - 1)b]? = 
[ОА - DM. -2bM - (A € DU +2(A +1) VBMM -2(A - 1) /DMD] - 
[(A - MP -20M - (А + DE -2(A +1) VEMM +2(A - 1) Mb) = 
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ICCA - DM - (А + 108] - (VM - 5)! «4A /Mb(M -b)} + 
[ACM - 9 (VM. YB) - OL) CM +b )*] 


因为 (A -1)M > (A -1)a > (А +1)b 
所 以 (A-DM - (A *1)b >0 
x M-b»0 


所 以 [(A -1)М. (A + 8] + (VM - 48)! «4A V MB(M - b) > 0, 因 此 ,要 
VEA, «0, RAE 
ACM - B) CVM. - JB)? - (M + ) M e 5)! <06 
em CLs ED. (o1 =0) (IT Ву - (M (AED! «0e 
(M + b)( УМ + /b)° + (M - m)(/M - /m)° = (Мт) СЛИ + fm)? + 
(M - B) CAM - 5)! >0 ® 
式 图 左边 = [(M - bm) + M(b - m) ] ° (VW + b) (/M - my - 
СОМ? - bm) - M(b - m)] - (VM + /my (M - 45) = 
(№ - bm) [( /M + 8) (/M - mm)? - 
(УМ + | m) СМ -45y] + 
МО - m)[ (IM eb) QM - fm) + 
(УМ + |n (M - /5)°] > 
(M° -bm)[(/M +) (ММ - /m) + 
(УМ + /m)( AM -45)] - 
[СУМ + 46) C/M - /m) - (VM + /m)(/M -45)] 
(注意 到 5 > m) = 
2/M(M° - bm) СБ - Ym) [(/M + B) V/M - Vm) + 
(УМ + /m)(/M -45)] >0 
(注意 到 8 > т,М > m,M > b) 因此 式 ®@ JR3,A, < 0, 从 而 有 f(M) > 0. 
综 上 ,得 到 f(c) > 0, 即 式 四 成 立 , 从 而 式 (66) 获 证 ,由 上 证 明 中 知 , 式 Q 
当 且 仅 当 a = M 时 取 等 号 ,这 时 4A, = 0, 由 /(c) = Хт) = 0 得 到 5 = Mm, 
Bik, HEM a = M,b = /Mm,c = m 时 , 式 (66) 取 等 号 . 
943 ( 自 创 题 ,2007.03.05) 设 a,b,e,d ER, Ва +b +e" + dt = 4, 
则 
(bed)° + (аса)? + (abd) + (abc)? < 4 (67) 
MB Ча = b = c = d = 1 时, 式 (67) 取 等 号 


190 


Primary Inequality Proof 


证 at= x, -y =й =w,B x+y+z+w =4, 则 
AY, (cd) = 4 Y, Gzw уба?) < Y уау +2 +w +1) = 

Xs Уо -hey Yom = 
Xs Уо dama + LY Dy = 
LY): Dym -syw 

因此 ,要 证 式 (67) 成 立 , 只 要 证 
ÍZ Уин СУ) 

即 

(X2! - 20У, х: Y уло + лудо >0 


Ф 


ВСУ ye)? -3 Ух У уло + 2xyzw > 0( 见 (中 学 数学 教学 )( 安 徽 ) ， 


2007 年 第 2 期 , 杨 学 枝 文 :“ 从 一 道 不 等 式 题 谈 起 ”) ,因此 
(X2! -20Xs- F y + 6402 > 
(Es -mE Ys + EE Yee, 
HED -125a Eree-g0(Yo2 = 
MES -232r Xs) Ll) yst-as(- 
AUE2! -16Xx: Lyme] + CZ? 4X )- 


SN -4X 3 0 


故 式 D 成 立 , 从 而 式 (67) WE 
Ж ”由 以 上 证 法 可 得 更 一 般 的 以 下 猜想 . 


猜想 1 设 x, ER Laus Yat = mn, 则 
(1,7) + Gn) + o Gta) < n 
MEN x = x; = … = х, 时 , 式 (68) MES. 


猜想 2 itr Єв, = 


A 
LX = 2n, 则 
Gn, ) Gn) ++ + Gne a)" 2n 


当 且 仅 当 = x = … = xx 时 , 式 (69) NUR. 
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(68) 


(69) 


9144 (ӨШ, 07. 03.03) a,b,c CR", Ha +b +e =3, 则 
(а+)(1+Ў)(1+2) 28 (ло) 
жЕ ща = b = c = 1 时, 式 (70) IRAM. 
证 当 a,b,c 中 有 一 数 不 小 于 2 时 , 式 (70) 显然 成 立 . 因此 我 们 只 需 讨论 ， 
a,b,c 均 小 于 2 时 , 式 (70) 成 立即 可 . 


HEM a +b +e 3 RES < 1,1 <a < 2 我 们 先 证 明 
as«Püse)spee xy Ф 
x 
Фел + (b +e)? - 3be(b +e) + (bc)! > [1 (y ye 


Gy ey + مو‎ DEE- (be)? > 


tS - be ÈS + ato clit + (bo «09 


因为 His 
所 以 
у ey Le 5) + (° < 


bte (bte Hs btc. 
رع‎ «a5 -e a5 + heyt a 


„bte iiy 


0997-2] >0 
WR 加 成立 ,从 而 式 O P 
于 是 ,要 证 式 (70) 成 立 ,只 需 证 在 4 二 < <1l,1<a<2 情 况 下 ,有 
ажа) «y ъв ® 


为 以 下 计算 方便 , 设 2 


= 由 1 <a <2 知 上 <x<1, 于 是 


ROE - HM = (1 а) і + (0-60 -8 = 

[14(3-2x)](1 +2)? -8 = 

— 2)4 - 18s! + 2747 — баб - 36x’ + 54х* - 24 - 18x? + 27 - 10) = 
-2(x - 1)! (4x! - 10x + چ3‎ + 10“ - 19? +6x +7x -10) = 
-2(z-1)'[2 (z - 1) 2x - 1) - (x - 1) (4x +7) -32 (4x -1) + 


数学 奥林匹克 


不 等 式 研究 "e 


Primary inequality Proof 


(х - 1) (3 +10)]) 20 
即 式 O 成 立 , 从 而 式 (70) WE. 
Ë 1. 实际 上 在 对 式 O 的 证 明 时 ,x 只 须 满足 0 < x < 1 即 可 ,因为 有 
4x? - 10x + Зд + 10° - 192° + 6 +7x -10 = 
(4x! - 1035) + )3 + 10х* - 16:2) -3x(x - 1) + 
10(х -1) <0 


В.а, ERT, 1,2, iA = ie < lm > nl 


pa +e 2a «a» т) 
ME a, = а, = 时 , 式 (71) 取 等 号 . 
例 45 设 a,b,c ER, Ha +b +e = 1l 
Va +b ++ + Je +a >2 (72) 
= 二 时 , 式 (72) KES. 


当 且 仅 当 a 
证 一 


为 
A(a ++ с) (Бс + & + са + а?) (сажа? +ab +b?) - 
(2а? + Зале + 3c'a + 202 + 2b + Аса? +240? + Gabe)? = 
ab(e - a)! (4a? + AU + e + Sa + 4ab) + 
be(a - b)' (4b + 3be + Пса) + ca(b - с)? 
(4a? + 12b? + 4e" + llbe + Tea + 446) 20 
所 以 
2F Vic +e «ca + a Vra + a + ab + > 
X 24? + 3a'e + 3cta + 20b + ЗЬ? + Aca! + 2a! + Gabe _ 


a +b +c 

2y a +6 Tbe 
所 以 (X vatt) = (У Vd +ab + ac +B)? > 4( У а)? 
H8 5t (72). (抄录 自 http://www. mathlinks. ro/Forum/viewtopic. php?t = 
140387) 

证 二 ”在 a,b,c 中 不 妨 设 c 最 小 , 先 证 
Va +b «bec m e+ +1-с Ф 
XK Dee a +b +b + +2. hb +e > 
e+ +1 -2e +e +2(1 - c) Ve les 


Va +b‘ b+ > (1-с) e +b e 
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(a? + ab + ae & 07) (а P + be + e) > 
(a +b) (ae + be + e" +b?) Qo 
WER @ 成 立 ,只 要 证 式 @ 成 立 , 即 
式 @@ 左 边 - 右边 = (a! + ab + ac +) (а + P + be +) - 
(а +0) (ас + be + à +) = 
ФЬ + а? + ac - a'c - ас calo = 
a(a-c)(b -c)(a +b +e) 20 
(注意 我 们 所 设 a,5,c 中 ,ec 最 小 ) ВОХ @ 成 立 ,从 而 式 @ 成 立 , 再 证 
ced + Меж >1 +e ® 
XGecsa + e +b" + 2e + a - Ve +b >1 +2с + ° 
a +b" a2 feed - e +b > (a +b +e)" «ces 
2e +a - /с +b э2(ё + ac + be + ab)es 
(ae + bc +o + а) (ac + be + + |?) > 
(2 + ae + be + ab)? 
由 柯 西 不 等 式 易 证 上 式 成 立 , 事 实 上 有 
(c + ae + bc + а) (2 + ac + be +b?) > (e + ac + be + ab)? 
因此 式 @@ 成 立 . 
RO + OHARA, (BR f http://www. mathlinks. ro/Forum/viewtopic. 
php?t = 106782 上 的 解答 ) 
Ë 1. 式 @@ 的 另 一 证 法 
XR Dee +a +e +b" +2/e +a ` Je +b %1 +20 + Ces 
2e +a‘ Ve +b >1 +e" -a -b* = 2(¢ + ab) 
由 柯 西 不 等 式 易 知 上 式 成 立 , 故 式 @ 成 立 . 
2， 由 上 证 一 可 得 以 下 命题 
命题 1 设 a,b,c ER , Ra +b +e = 1 Jl 
X Мъ+/с+аї > Y (hb +e)(e +a) (03) 
MER a = b = e = 二 时 , 式 (73) RFS. 
3. 由 证 二 分 别 得 到 了 以 下 两 式 
Vatt. bed > (1-с) Vcl 


К Veta- /с+ > (e +a)(e +b) 
其 中 ,a,b,c CR Ba +b +e = 1, 于 是 可 得 以 下 命题 
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命题 2 设 a,b,c CR, Ra +b +e = 1, 
(а + 0) (6 + 2) (с+а?) > (b +e)?’ (c +a)? (a+b)? (74) 
ЩА ща = b = c 时 , 式 (74) 取 等 号 . 
4. 本 题 参 见 第 九 章 “《ALGEBRAIC INEQUALITIES) Ж” Chapter #69. 
例 46 (2007. 05. 10 ,福建 陈胜 利 提出 的 猜想 ) UE a, ,a,,…,a, € В', Д] 


* * 4(n-1) š (a, - a)? 
ay bareh C5) 


PIC 009 (an? 


HERM =a = = a, ааа, 中 有 一 个 等 于 十 ,其 余 n -1 个 都 
атту 时 , 式 (75) KE. 


证 “由 对 称 性 ,不 妨 设 a ma > … Pa diro Y a, 那 么 , 式 (75) % 
价 于 
у баа) БЕУ 
Je аа 749-0 ab 
заў LS 
С TT 409-00-00, 
因此 ,要 证 式 (75) 成 立 ,只 要 证 式 O 成 立 
H a, > a, > … > а, BER 中 每 一 项 均 不 小 于 零 ,事实 上 因为 
$ (aaa au ma au ua a) > 
aan c anco MP 
( Da жет 15а) > n т ХУ 
Ша Н S ERAST ӨҢ 
гуу габа -1)(а - E (a, = apn) (or = ы) > 


‚л айа а, 


һа) (а-а) 20 Ф 


e yo, a »E X l-so-00-51. 


Gii; рч 
(a, = а) (а-ал) > 
Гаа (n =F)? -(а - (n - (a, - a) бааа) = 
4t(1-1)(n-k)(n-t-1) 20 
(tk =1,2,“,n-1,1 St Sk <n -1) GEO ar. 24075) RIE. 由 以 上 证 
明 过程 易 得 取 等 号 条 件 . 
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HO ЖНИВ, аата Єв, ша = Уаш = 
У, аа,з, = 0,2172, W| 


РА 
эл. ваба - 1) 


n Z 5 »5w-ha4 (76) 
HANM a, = a, Rar, ETAT п -1 个 者 
FF 时 , 式 (76) 取 等 号. 
2. Ex 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 " 中 例 8 中 的 n 元 推广 式 不 
分 强 弱 . 
9/47 (2007 年 乌克兰 竞赛 题 ) i a,b,c > 0, 且 abe > 1, 则 
1) 
Io «ps (тї) 
й) 
Ie + a +a +1) >64[[(а*+а+1) (78) 
当 且 仅 当 a = b = c = 1 时 ,以 上 (77) (78) 两 式 均 取 等 号 . 
МЕ і) 由 于 
2(o +a +1)? -9a(a +1) = (a - 1)! (2 -a +2) >0 
另外 还 有 类 似 两 式 ,因此 
Па +a +1)? > аа +1) > (Па +1)* 
m Пе +a+1 22а +0) 
即 得 式 (77). 
ü) 由 于 


9(а? + a +a +1)? -16а(2а* +1)(a +2) = 
(a - 1) (9a* + 4a + 26а? +4а +9) 20 
另外 还 有 类 似 两 式 ,因此 
SIG? +a +a +1)* > 16аве[ (2а? +1)(а* +2) > 
160 (а +a +1)(а®+1+1) > 
10а +a +1)? 
即 得 式 (78). 
Ж ”可 证 对 于 任意 正 数 a, 有 
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п(а* £a +- +a +1) > (п +1) Sala" жат 4 + a +1) 
由 此 , 原 题 可 推广 为 如 下 命题， 
ФШ iaaa, CR IB аата, 21,0 
Це + 4a tl) > Дея sa! esas) 
MB a, = a = … = a, 时 取 等 号 

$48 (改编 题 ,2007.09.28) it a,,b; € R,i = 1,2,…,n,n 为 奇数 ,又 
inlay s.l nini iih of = XU = 12, =1, 

де 

м 


тах [а ,а, ,*,a,| < max|5, b; 6 
证 “ 记 和 4,4s,…,4, 为 a1,02,…,6, 的 初等 对 称 式 ( 即 在 这 个 数 中 ,每 次 
不 重复 地 取出 kk = 1,2,…，,n) 个 乘积 之 和 为 44, 下 同 ) ,В,,В,,-,В, H bi, 
һу, DERA EA, HEE a! = Y = 1,2 
BAR A = B = 1,2,…,n - 1), 另 外 , 记 
G) fp cao aco = TIG =b 
EUR а, = minja, а.а, , 则 当 x 为 任意 实数 时 ,总 有 
Жа) -g(x) == аата, +, (n AARO 
因此 , 当 = 2,3, a 时 ,都 有 
Ка) en) efe) -To =0 


п-1), 


m Ho -o-H (a -b) =0 (23,0) 

Hi minl a, ,aa ao «заь, АКУ а 
Це -w жо 

因此 T] -9) <o (k = 2,3,-,n,i = 1,2,7*,n) 


а, - b (k 22,3, nb 81,2, 7,0) 中 必 有 一 个 不 大 于 零 ,也 就 是 ,在 b,， 
ЫЬ, 中 至 少 有 一 个 不 小 于 тах а, ,a ,…,a,| ,由 此 ,必然 有 
maxa;,a;,",a,] < max|b, bb 


证 毕 . 

注 ” 当 n =3 时 ,由 例 和 中 a, < b, BER a, <b, BESH a >b, T+ 
是 ,我 们 可 得 到 以 下 命题 . 

ФШ Was,2,5,5,5 € R Ва +a, +a, = b +b, + b;,al + 
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ай +a =Й +b) +0, a, > a, S a,,b, < b, < b,,W 
Dig - 121 а, - 61; 
й) a - 6121 а - bl. 
提示 :不 妨 设 a, <b, Ma <b, FÆR a > bı, 


i) 
Va, bl zl a, -bl еза, - b, < b, - асау + به‎ > b + 0,690, 2а, 


H) 
la; - b; zl a, -bl еза, - b; < b, - азса + а, < b, + 0,6, 2 а, 


коки 
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1. сери, 196.03.05) давс = a,b,c, RI 


a 3,1 .(а-са 
Err rie СУ? 


当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 时 , 原 式 取 等 号 . 

2. 设 A4BC 三 边 为 BC = а,СА = b,AB = c, 外 接 贺 半径 为 
及 ,内 接 圆 半径 为 ",P 为 AABC 内 部 或 边界 上 任意 一 点 ,点 P 到 
三 顶点 4,B,C 的 距离 分 别 为 R ,R,,R,, 到 三 边 BC,C4,4B 距离 
JUR т, rins AU 


Xa > ун} +%# y. 


当 且 仅 当 
n = ежет L(a-bsor, „(atb-o)r 
a b c 
时 取 等 号 . 


3. ( 录 自 罗马 尼 亚 Vasile Cirtoaje 主编 的 《Algebraic 
Inequalities. Old and New Methods) , $3.4. Solutions 题 17) 设 
a,b,c,d € R',H abcd = 1, 则 

Z (a -1)(a -2) >0 
当 且 仅 当 a =b =c =d = 1 时 取 等 号 . 
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4. a,b,c € R',a € R, 则 
abc(a* +b" +e") > a (2a +b +e) +b°2(a -b +e) ec (abc) 
MEM a = b = c 时 取 等 号 . 
5.( 自 创 题 ,1990. 12. 23) Ux, x; ay z, € R° , 则 
ЕА РЯ 1(htnnin ntn, 


ЕЛ 
1 ¥ + > +! 
Drm inem xen? Dam n 6m бата, 


РА x x x 1 m tm m ts S + 
(2) E OE. E. LER ai. P ad N LL DA 


Xx tX nèn m+n 2 x +a X A, X, tm 


х. + 
PET 

6. (ВЈ, 1987. 01. 26) P 为 四 面体 ABCD 内 一 定点 ,过 P 作 任意 一 平面 
划分 四 面体 体积 成 两 个 部 分 ,那么 ,可 能 划 得 最 小 体积 的 部 分 必 为 四 面体 ; 若 
Уздар = 0 „Урс = va, Voas = 9, Vp = va, B n, = v оз soa IEA RUIN 
体积 为 

ELARA 

^ (o +n +, +) 

7. (改编 题 ,1995. 04. 25) i& P,Q,R 分 别 位 于 AABC 的 边 上 , 且 将 AABC 
的 周 长 三 等 分 , 若 记 A4BC 边 长 BC =a ‚СА = b ‚АВ =c,A4BC 与 APOR 的 
面积 分 别 为 * 和 s%, 则 


25b- Zo 


36d ^ 
ABUS P,Q,R 分 别 位 于 边 BC,C4,48 E, B. BP = —-(3a +b - e) ,CQ = 


s> (a+b +e)‘ 


(3d ecc a) AR = (3e +a - b) HRS. 
8.( 自 创 题 ,2004. 07. 19) ¥ x,y,z € R', 则 
2 Y 
22> IF 
当 且 仅 当 x = y =: 时 取 等 号 , 
9.〈 自 创 题 ,2000. 11. 11) а, ,aas € R',n 23,id 
MT 
А, = 1 + ay + aa; + aaya, + + азага, 
А, = 1 + a, + aya, + ayasa; + + + aya "a, a 


А, = 1 +a, +a,a +a,a,a, + + a,ayay та, 


(1) аазга, > 1 时 ,证 明 : 


Primary і Proof 


(2) Ñ aaya, < 工时 ,证 明 : 
S Si 
Фуд а 
vl 
OF +> 


10. ( B GI 2000. 11. 11) pog xy, nx ss ER Aus € RB 


aov 
ра 2+7 


يد + يك < 24 
ut‏ 


Wp 
2r < Ay + Er 


Q) X»2 X ver; 
у=}, ут: 
(3) р > eye y. 
11. (2002 4F IMO EG #х, € R(i = 1,2,…,n) ,求证 
z x РА 
TEN 
12.( 改 编 题 ,2005.01. 01) # х,у: € R,B +) + « 2 RIE 
(1) 当 *,y,z 中 至 少 有 一 个 不 小 于 零 时 ,有 2xyz + 1 > Yn 
(2) X»s322Xx 
HERA x,y,z 中 ,一 个 为 0, 其 余 两 个 为 1 时 以 上 两 式 均 取 等 号 . 
13，( 自 创 题 ,2007. 02.03) Bk a, ,cao 2,2, € R^ ,求证 
3 ржа? 1 +aiaaayaias 
+a? 
当 且 仅 当 o = a, = a, = a, = а; 取 等 号 . 
14，( 自 创 题 ,2001. 09. 09) bx, y iz a, b.c € Rhet А; 
ж 
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15. 设 a,b,c ER n 22, Rn BER. 则 
Edi 
当 且 仅 当 a,5,c 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 取 等 号 . 
16. Babe» LEE 24 = 1, 则 


MANM a = b = c = 2 时 取 等 号 
17. 设 a,b,c € R^ , 则 


9a(a +) (а +b +e) > 2(a + аб + авс)? 
当 且 仅 当 a = b = “时 取 等 号 . 


18. # х,у. € R(i = 12,74), B Y. >0, у» =0, Y xx 20, 
а Ё je 
0, =y, 
DR 20,8Y = Ju 


Xs En 
Žao- n) > y + Yes 
E EENE 3 
инин = & наре. 


19. (58188,1997. 08.17) 设 x,y, € R' ,求证 
„з „5 ly EI Лу а 
Gop D © уйу 
20. ( & 88,1997. 08. 18) 在 AABC +, XE a,b,c, W| 


w шј) еа | E usn moins 


yib-el 1с-а1 1а- 61 AM. 
(2) 以 E A e 为 边 可 组 成 三 角形 三 边 . 


21. 在 ДАВС rh, BC,CA, AB 边 上 的 高 分 别 为 ,hh,h,,BC = a,CA = b, 
AB =c, 求 证 


За > 28 +2М-м 


22. 在 A4BC 中 ,BC = а,СА = b,AB = c, 其 对 应 边 上 中 线 分 别 为 m,,m,， 
me, 则 
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abem,m,m, > > уе 


HEDH AABC AUSSIE РАНУ. 

23. ( 自 创 题 ,1998.04. 10) 在 A4BC 中 ,BC = а,СА = Ь,АВ =c, 其 对 应 边 
上 中 线 分 别 为 m。,m,m,, 求 证 

a) Zen > (2 +24; 

1 

РИН 
当 且 仅 当 AABC 为 等 腰 三 角形 时 取 等 号 - 

24、( 自 创 题 ,2000. 10. 13) # a,b, c 为 A4BC 三 边 长 , 则 


ab + be +a < (Ya)? - ПС-а +8 +e) 
25. ДАВС 三 边 长 分 别 为 BC = а,СА = b,AB = c,BC 边 上 的 中 线 为 m。 
LB, LC 平分 线 分 别 为 5,t, 则 


m, +t, en 6 (a +b +e) 


26. (88S, 1989.07. 16) it a,8,y,0 € R, Ha +B +y +0 = "在 平面 
凸 四 边 ABCD 中 ,有 


sina sing , sin y А (oo E ea C 4 o Ë 
* ЗО < cotf + cot E + cot E + cot D 


sin î" sing sinc віп = 


2 2 2 2 
MBA sin a = cos $sin B = cos, sin y = cos C sin ø = cos 2 вер 


s. 
27.( 自 创 题 ,1993. 05. 05) 在 平面 凸 四 边 形 ABCD 中 ,有 


(tn £ + tan Ê) (un + tan С) (tan © + tan 2) (tan 2 + an 4) = 


(un £ + tan Ê + tan Ê +n Dy 
当 且 仅 当 四 边 形 为 矩形 时 取 等 号 . 
28. P,Q 为 A4,44; 所 在 平面 上 任意 两 点 , 则 
PA, * QA,sin A, + PA, * QA;sin A, + PA, * QAysin A, > 2A 


或 PA, * QA, * a, + PA * QA, * a, + РА, ° QA, * a, 2 ааа 
29，( 自 创 题 ,1999. 08. 26) 设 x,y,z € R^ ,求证 
a) GED > or Gi 
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当 且 仅 当 x = y = r 时 取 等 号 . 
1 

D GED smigre 
MAO = y = MRSS. 

G) уву +m) BYE GE Eo- 

x 
当 且 仅 当 * = y = z 时 取 等 号 . 

(4) дуку +в + (Y) < у E 
MANN « = у = > 或 x = 0, = 2z 或 y = 0,z = 2x 或 : = 0,z = 2y 时 取 等 
号 . 

(Em, mm yq. 

(5) Узр > e uS Xo-2 
HANM r = y = :时 取 等 号 

30. (西藏 刘 保 乾 提 出 ) Bk x,y,z ER- , 则 

- aya Ey? + را‎ + y: + 20) 0 
当 且 仅 当 x = y = z 时 , 原 式 取 等 号 , 
31. ( HÊJ ,2000. 06. 17) ДАВС EWKA a,b,c, RE 
BC a «ван Pe co) 

32. ( GER, 1985. 03. 16) 设 ABCD 和 4'8'C'D' 是 两 个 凸 平面 四 边 形 , 记 
AB = a,BC = b,CD = c,DA = d,A'B' = a',B'C' = b',C'D' = c',D'A' = d' 面 
积分 别 为 F,F', 记 K = 4(ab + cd) - (а +c'd') - (a! +P -è -d')(a? + 
b" - c? - d?) „RIE K > 16FF'. АЎ 

33. (8E, 1987. 01.05) ¥ a,b,c,d ER- ,求证 

Za- У Бей > (s - 2a) (s - 20) (s - 2с) (s - 24) 
这 里 s = a +b +e +d. MAM a = b = c = d 时 取 等 号 

提示 :可 用 增 量 比较 法 证 之 . 参见 (数学 教师 》,1987 和 第 2 期 , 杨 学 枝 文 : 
“关于 平面 四 边 形 的 一 个 不 等 式 ”， 

4 . 

34.( 自 创 题 ,191.10.02) o, ERED Thy =2,[](1+ 
x) > 0, 求 证 

20h yuy + Nie + Yas + Yas + yaya) 230, + Ya + y + y.) 
当 且 仅 当 y，= ya = = y 时 取 等 号 
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35. (ВФ 1992.04. 11) Ba, € R.B | a I< 1(i = 12,7) JH s, 
(k € N,k < n) 表示 在 a, a; 77,2, 这 个 数 中 ,每 上 个 数 乘积 之 和 , 则 
жыят + pom 
s (n ERO. 
36. ( 自 创 题 ,1993. 10. 01) 在 ДАВС н, РЕ Р, А г, 
£A, LB, СЗ зо, o, о, W| 


Уатт? 
当 且 仅 当 давс 为 正三 角形 时 取 等 号 . 


37. ( 自 创 题 ,1994. 03. 23) 设 *,y,z € R, 且 x +y +z =0,n 为 正 整 数 , 求 


=-1 


证 
О +" эу > ey gy 
38， 设 下 是 SABC 的 费 马 点 ,点 下 到 边 BC,CA,AB 的 距离 分 别 为 ri ‚г, rs 
ДАВС 外 接 贺 半径 为 ,内 切 贺 半 径 为 ,面积 为 4, 则 


(1) r +r +n «35 


(2) ( 自 创 题 ,1997. 09. 14)r, + r, +r, > E 


XB BUS A4BC 为 正三 角形 时 式 ,(1) 取 等 号 ; 当 且 仅 当 ЛАВС 为 正三 角形 或 
者 为 一 顶点 为 120° 形 时 , 式 (2) 取 等 号 

39，( 自 创 题 ,1900.07.25) 设 a,b,c,d C R^ ,oz + - kab = mî ,e? + dî - 
ked = п, 


ab - cd) (ас ~ bd) (ad – bc 


abed 


(m-n) > 


щн Ол = ARES. 
40. ( В 68,1990. 10.09) Жа, a; ,b, „b, € R, ERMC 91) Ga 03) 满 


E 
(af +a) + (6 +) *2(a5 + orb)zy = 1 
| ab, + ab, 1 
则 Гаа 5216 Tah аһ) 


41. (“ 奥 数 之 家 网 站 " ,2007 年 3 Я 31 日 ,slsh 提出 ,笔者 作 了 修改 ) EP, 
А, ‚А, As 为 平面 上 任意 四 个 点 , 则 
A,A, 7 PA} + AAA, ° PA} + AAA, * PA} > AA, * AA, * AA, 
当 且 仅 当 由 А, ‚А, ,4, 组 成 的 三 角形 为 正三 角形 , 且 点 P 为 其 中 心 时 取 等 号 . 
42. (В 1988. 11.28) Bka, ,8, € (0,8) ,i = 1,2,3,4, n, B (i = 1,2, 
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n 4 
34) ЕЛИ, Уа, = УВ = т, 


DELL BAG 2а)( Ха 28)]* 


当 且 仅 当 a = B.(i = 1,2,3,4) 时 取 等 号 , 
43，( 自 创 题 ,1992. 07. 23) 设 *,y,a,b € R,B Z + y? < 1, 求 证 


44. (ВОЛЕ ,2006. 06.08) čt x,y,z € R, JI 
6F (х-у+:) >35 уг + (Dy) 
45，( 自 创 题 ,2008.01. 11) ARR, +; = (a >b > 0) ,直线 BD 过 
ERA RAF BD 两 点 ,直线 4C 过 右 焦点 , 交 椭 圆 于 4,C 两 点 ,直线 4B 与 
CD 成 角 为 a(0 < a < F) , 则 


lax! + bzy ec | 


a 
1 ACI 4 BDI < A 
sina 


AOL IS -h = (1 Yuan a, B hh = Ctt ERKE „Жн, 


别 为 直线 BD,4C 的 斜率 . 
46. ( 录 自 罗马 尼 亚 Vasile Cirtoaje EH Algebraic Inequalities. Old and 
New Methods) , $3.4. Applications 4430) x,y, € R*, 且 x +y+z = 3, 则 


CF eL E) و‎ < 0)2 ey ez) 


HERH х,у ы 中 有 一 个 等 于 2, 其 余 两 个 都 等 于 二 时 原 式 取 等 号 

47. 设 *,y,z E[0,1] ,求证 不 等 式 

(1 +а)(1 +y)(1 +z) > VEC *G*x3) +y) 

HERY х,у: 有 两 个 为 1 时 取 等 号. 

48. x,y,z € R' ,求证 

epo Dos Too 

当 且 仅 当 x = y = z = MEE. 

49. a,b,c € R*,H abc = 1, 求 证 
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a 4 b a c 2i 
(a*1)(b*1) (b+1)(e+1) (c+1)(a+1) 4 
HAMM a = b = c = 1 时 取 等 号 . 
50. a,b,c 为 正 数 ,证 明 


当 且 仅 当 a > с> b, A 


取 等 号 3 
51. (58181,1988. 12.13) # x,y,z € RB! «y? + < 3, 
274363: 27 Ys Yr 
MANN x = y = z = 1 时 取 等 号 . 
52. 设 a,b,c > 0, 且 a +b +e = 1, 求 证 


ata ака <? 
当 且 仅 当 a = b = c = 1 时 取 等 号 . 
53. ІЕ xy, yit ey +Z = 6, 求 证 
у + پوو + وتر‎ є3 
54.〈 自 创 题 ,2007.07.08) # a,b,c € R', abe = 1, RIE 


Jie +2+29 > Ê. у, 


当 且 仅 当 a = b = c = 1 时 取 等 号 
55. 在 A4BC 中 ,BC = а,СА = b,AB = c, 其 对 应 的 旁 切 圆 半径 分 别 为 7。， 
тә, 


a 5 
a-c a-b 


= Sia >c >b BP +o = 28е 


Gy Gy» t 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 取 等 号 
56. (1996473947 EEE RHE) 实数 a,5,c 满 足 吕 a = 1,o,5,c> -3-, 
则 
a s 
Et: 
57. Eis € R° JI 
— [ms 


MEAN x = y = z 时 取 等 号 . 


58. а,Ь,с € C, 则 
Yiat-Ylb+cl+ Уа >0 
59. а,Ь,с ER ,求证 
Ea +3 abe >2 y vic 
HARY a = b = с а,Ь,с 中 一 个 为 零 ,另外 两 个 相等 时 取 等 号 
60. 已 知 ob € В", а + ab +b > 3, 求 证 :az + ab MI? + ab FED 
有 一 个 大 于 2. 
61. 设 a,b,c € R' ,求证 
Ы 1 
Earra 
当 且 仅 当 a = = c 时 取 等 号 . 
62. ia, ,2,,a,,a, € R*,BI 
ад +а +a 
Eara ra” NL 
当 且 仅 当 a，= a, = a, = а, 时 取 等 号 . 
63.( 自 创 题 ,2007. 02.21) ДАВС 为 非 等 腰 三 角形 , 三 边 长 为 BC = a, 
СА =b,AB = с, 


be esa atb), 17 
b-c c-a a-b Я 


64. а,Ь,с C R^ Ha +b +e + abe = 4, 求 证 : 
(1)( 自 创 题 ,2006. 08. 25) Y a > У, bc, HEN a =b =c = 1 а,Ь, 
e 中 一 个 为 零 ,另外 两 个 均等 于 2 时 取 等 号 . 


0) yx TE Yesnüe == с1а, от, 


另外 两 个 均等 于 2 时 取 等 号 . 
65. (38 48 届 国 际 数学 奥林匹克 中 国 国家 集训 队 测 试题 ,2007 年 3 Я) 设 


正 实数 4,0,w 满足 w+v+w+ Juw = 4, 求 证 


66.( 自 创 题 ,2006. 08.25) it x,y,z € R”, B Z + y + +2хуг <1, 则 
1 +4zyz > 2 у: 


MARHE = у = : = Latest ARMAS) MRSS. 
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67.( 自 创 题 ,2006. 08. 26) #х,у,: € R°, B У, з? < 3zyz, J 
BEC 
(Озун >з нона ا‎ gun 2485 
x 


узуу» >3 Sa + (n +2) ZZ рь = CP, 
* 


X X» 
(3) (2m + 7)s 2 (4m +11)s, - (6m + 12) фз = Y xs = Yz, 
m =2 + ñ. 
上 式 即 为 


109s, > (185 + 6/3)s, - (228 + 18/3) 

以 上 诸 式 当 且 仅 当 x = y = : 时 取 等 号 . 

68.( 自 创 题 ,2006.08.31) 设 x,y,zu,v € R', Н 3(и +v)xyz > 
“У Y B| 

(57и +9) Ух < 3(11u +30) У, yz +72ш 

当 且 仅 当 x* = у =: = 1 时 取 等 号 . 

69.( 自 创 题 ,2006. 08. 31) {# x,y, € R' ,u,v 为 正常 数 , 则 

(ub sw? p (ue tse) , (ua +b) z (u + o)? zx 

当 且 仅 当 a = b = “时 取 等 号 Е 

70. (ВФЕ 2006. 08. 31) # a,b,c € R” А 

() аванда < abe Уа + Yb Y, o? 


щш ob +e + ea < abe Xa + (Xa): Fhe -4( Y be)? 
当 且 仅 当 a = = сђа = 26,c = 0 或 5 = 2c,a = 0 或 c = 2а, = 0 时 取 等 
号 . 
Ув. 1407 а)? -9У be] 

33a 
当 且 仅 当 a =b = са = 2b,c = 0 或 = 2c,a = 0 或 e = 2a,b = 0 时 取 等 
я. 


0) Уа < 


71. (ЖА c http://www. matlinks. ro/forum/viewtopic. php?t = 125432) 设 
a,b,c,d € R°, B abed = 1, 求 证 

1 1 1 1 

Ga -17 * Gb - 1): Ge - 1): * Gd- 


p 
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72. (“奥数 之 家 ” ‚2005. 12. 26,scpajmb 提出 ) 8 a,b, 为 正 数 ,求证 
(a? + | + e)? > [à + + e +306 - Labe]? 

HANM a = b = сві. 

13. а,Ь,с Є Е", 

а 3 00-0)? 
Zi 22 (Fo) 

当 且 仅 当 a = b = c 时 取 等 号 . 

74. ( É 88,2002. 03. 08) ДАВС 为 逆 时 针 方 旋转 的 三 角形 ,BC = а, 
СА =b,AB = c, BUS Asa! e 为 非 负 实数 ,P 为 AABC 所 在 平面 上 任意 一 
Жж 

(0) ¥ a' e 中 ,有 一 个 不 小 于 另外 两 个 之 和 ,不 妨 设 a > b' ec JM 

a'PA + PB + c'PC > b'c + c'b 

当 且 仅 当 点 P 与 4 重合 时 取 等 号 . 

(2) ¥ a,b! c! 中 任意 一 个 均 小 于 另外 两 个 之 和 ,这 时 a De 可 组 成 某 
三 角形 三 边 , 设 A4'B'C' 三 边 为 B'C' = а',С'А' = b',A'B' = c', 其 面积 为 A'. 

OMA +4',B+B',C +C' 均 小 于 180° 时 ,有 


s'PA  VPB + "PC > [IA Xa? (o! + +) +84'A 
车 记 射线 PB 到 PC,PC 到 Ph,P4 到 PB 的 有 向 角 分 别 为 c,B,7 W4, HADS 
点 尸 位 于 AABC 内 部 或 边界 上 , 且 a+4' = B + B' = y + С' = 180° 时 取 等 号 . 
Q A +4',В+В',С + C' 中 有 一 个 不 小 于 180* 时 ,不 妨 设 4 + A' > 180°, 

则 


а'РА + РВ + с'РС > b'c + c'b 
当 且 仅 当 点 与 4 重合 时 取 等 号 . 
75. ( 自 创 题 ,1997. 08. 08) 设 AABC 三 边 长 为 BC = a,C4 = b,AB = с, 
接 圆 半径 为 R, 内 切 圆 半径 为 ,实数 w € [-1,11. 


(0) # AABC 最 大 顶 角 不 大 于 (了 < e < =) I 
ya, > 2(1 + cos @ + tusin’p) R? + 
412 - cos ф — tu(sin'g + sie £ * sin $R * 
[3 + Btu( sin? B * sin $17 


其 中 := minl (sin $- -совеф)!,2- (sin? Ф) 1] , 当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角 
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形 或 者 为 最 大 项 角 等 于 的 等 腰 三 角形 时 取 等 号 . 
(2) 车 A4BC 最 小 顶 角 不 小 于 6(0 < ө < 3) , 则 


dX < 2(1 + cos 0 + tusin!g) R° + 
A(2 ~ cos 0 - tu(sin?0 + sin? £ * sin £) Rr + 


[3 + Stu (sin? £ + sin г 


其 中 + = min| (cos 0 - sin 2) 7. Qs 2) 二 -2| , 当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角 


形 或 者 为 最 小 顶 角 等 于 0 的 等 腰 三 角形 时 取 等 号 . 
76. (1) 在 任意 AABC 中 ,有 
cosA 1 
Xy i? 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 
(2) 在 非 钝 角 AABC 中 ,有 


2 
1 = asi 2 
当 且 仅 当 A4BC 为 等 腰 直 角 三 角形 时 取 等 号 . 
77，( 自 创 题 ,1994. 10. 22) it D,E,F 分别 为 AABC 三 边 BC,C4,4B 上 的 
点 , 记 AEAF, AFBD, ADCE, ADEF 的 面积 分 别 为 为 A Azs ,Ao ,A Àz, 


AJ 
XM UE Là- ул! 
AT AA 4, 
当 且 仅 当 
A 2 机 ia. +a ЖЩ) 
P (А +A +A) 
э = 4 -M +) 
同时 成 立时 , 原 式 取 等 号 . 


78，( 湖 北 省 荆州 中 学 魏 烈 糯 老 师 提 出 ) # a,b,c EEM, Ha +b +e =1, 


则 有 
(二 
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b+e cta 


А 
€» (zc (сез Go 08) : 
HARM a = b = e = + 时 ,以 上 两 式 均 取 等 号 


79.( 自 创 题 ,2006. 08.18) 设 a,b,c C R^, Н abe = 1, 则 
2(b +e)(e + a)(a +b) 29(a +b +e) -11 

MUR = b = c = 1 时 取 等 号 . 

80. (5840 届 IMO 试题 ) V n 是 一 个 固定 的 整数 ,n > 2. 

(1) 确定 最 小 常数 ,使 得 不 等 式 

PX +4) = «GÀ 2 

ABC BU3E SUR x, ех, > 0 都 成 立 ; 

(2) 对 于 这 个 常数 ,确定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 

81，( 自 创 题 ,2007. 05. 13) HK a,b,e € RAD a = 1, 


Y Aib > (1 - She 
当 且 仅 当 a = b = e 时 取 等 号 . 
82，( 自 创 题 ,2007. 04. 20) it x,y,z € 
az- J++) > Alo- 
HANH = y = 2, Ray, 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 取 等 号 . 
83. (Ivan Borsenco Moldova 提供 ) а,Ь,с € R^ , 则 
(1) (a? & P +e")? > (at +b" + e“) (be + ea + ab); 
(2) 9(o +b“ + c)! > (а? «E + 8) (а +6 +e); 
当 且 仅 当 a = b = c 时 ,以 上 两 式 均 取 等 号 . 
84. (Dr. Titu Andreescu USA 提供 ) a,b,c € R, 则 
3[IC? -be +) > Ebe 
HAM a = b = 时 取 等 号 . 
85. (Dr. Titu Andreescu USA) ¥ a,b,c,d € R ,证 明 
3(@ -ab +) (é - ed +) > 2(at - abed + bd) 


энше s HShe 29584, 23265,4315 ары, 
86. (Vasile Cartoaje Romania 提供 ) 8 a,b,c,d ER", На + + e + 
doa 


/2(4 - ab - bc - cd - da) > (2 «1)(4-a-b-c-d) 
87. 设 a,b,c € R', 则 
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PAPE БМ D 
当 且 仅 当 a = = xr 中 一 个 为 零 ,另外 两 个 相等 时 取 等 号 . 
88. (Pham kim kung 提供 )  a,b,e,d C R^, Ha +b +c +d =4, 则 
16 + 2abcd > 3(ab + ac + ad + bc + bd + cd) 


MARI = b =e = d = 1, Rabe d rh— ДИВАТА. HR 


等 号 u 
89. ( 1,2007. 05.27) а,Ь,с CR" Ba +b +e = 3, 则 
y (+ DO se < 
й+у +C) < 
XB a = c = 1 时 取 等 号 . 
90. (#2007. 05.28) i a,b € R^ EÊ < 1, 则 
m 
gee 1+6 ДИЙ * 71 


1+a 14b rey 
ина = 5 时 取 等 号 . 
91. 《罗马尼亚 ,Vasile,Cirtoaje 提供 ) а,Ь,с € R°, abe = 1, 则 
X4 -3218Ya- У) 
MODE =b = e = 1, 或 4,6,c 中 有 一 个 等 于 4, 另 外 两 个 都 等 于 十 时 取 等 


号 . 
92. (Vasile Cartoage Romania) 若 x,y,z € R`, W] 


w+ <I 


инф» = у = = OU n PE ADERAT ARIS +, 
1 4$ 
yc. HEGRS. 
93. (Ho Phu Thai Vietman 提供 ) а,Ь,с € R', 则 
У < P 
Va te ° Гу 


当 且 仅 当 a = 5 = c 时 取 等 号 . 
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94. Wx,y € R'E x ey +2 = LUN 
3 


* 
Уутун 
95. # х,у: HEM, B ху: > 1, 则 
三 + 过 + 二 > 二 + 二 + 二 (1) 

MEAN x = = 1 时 , 式 (1) 取 等 号 . 

96.( 自 创 题 ,1986. 03. 20) f, В, ,Ê € [0,т],е, e e € RE Xf, = 
Xo 

Yasin o (= sin B, + sin B, + sin) < 2(1 + sin Bisin быш) <2 


HARMA, = B e = @ = e, = SR) = (90°,90°,0°), 
Нура) (oii 90) (ps + e, = 90°) ,或 其 轮换 式 时 ,前 一 个 不 等 式 
取 等 号 ; 当 且 仅 当 B = B = = ф = з = = 全 时 ,后 一 个 不 等 式 取 等 号 . 


97. (Pham Kim Hung 提供 )a,b,c 为 非 负数 , 且 a + b + c = 3, 则 
a“ +b + e - 3abe > 6/2(a - b) (b - e) (с-а) 
当 且 仅 当 a。 =b = с; Жа - 20-0, .X5-n, = 0; 或 5 = 


303480, „ED „ „оде 308), 365-0. 5 -0 时 


KES. L 
98. (ВЈ, 2006. 02.05) # x,y,z € R-,B «y +Z < 3, 
am Yu-223Yzx-8 
MBs = y = z = 1 时 ,以 上 两 式 均 取 等 号 
99，( 自 创 题 ,2006. 02.05) i x,y,z, CR Hh +P ez +w a RI 
6xyzw 2 3 Y, уло - 6 = S(xy + xz + xw + yz + yu + zu) -24 > 
20У х - 74 
MANN x = y = z = w = 1 时 ,以 上 诸 式 均 取 等 号 . 
100.( 自 创 题 ,2006. 02. 12) 2,2, ER Bap + + + <3, 
则 
Залу, > Уола, -1> Y xz -3 > 
< 


жейт» 
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35n -9 
当 且 仅 当 % ,za uns ,zx 中 有 一 个 为 0, 其 余 三 个 都 等 于 1 时 ,以 上 诸 式 均 取 等 号 . 
101. (8,2007. 12.20) it a, € R* ,i = 1,2,…,n,m,k 为 正 整数 , 则 


^ч 


s 
> 
名 an 
Ba, = a = … = a, 时 取 等 号 . 
102. (&8]8,2007. 12. 28) üt a,b,c € R°, HY be = 1, 则 
1 
D Mk?! 


MB = b = < = З 时 取 竺 号 
103. Bk x,y,z 为 非 负 数 , 且 满 足 
25y- Y. = 2xyz 
则 (1-я)(1-у)(1-:) 1 
XB AUS z,y,z 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 都 等 于 2 时 原 式 取 等 号 . 
104. (改编 题 ,2005. 11. 15) # х,у € R*,H зу: = 1, 则 
Fl 1 
XIX 
HANH a = y = z 时 原 式 取 等 号 . z; 
105.〈 自 创 题 ,2007. 12.21) # х,у: € R^, 
(P -P ay) «GP? - n) + ou! m) ed dy 
HANH x = y = z 时 取 等 号 . 
106. x,y,z ER , 则 


Fp y 62) stre‏ رج رو 
MEAD x = 0,у = 353 y = 0,z = 3x; 或 z = 0,z = 3y 时 取 等 号 .‏ 
设 z,y,zE R' R Yr > TOOLA‏ .107 


MCN NM 
G2? eye 


108. (fi GI, 1988. 11. 10) Bt a,b,e,d,x,y,2,w € R° NJ 
x(-asbscsd) +y(a -b +e +d) + 
z(a+b-c+d) +w(a +b +e -d) < 
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+ ze) (az + yu) (ze + 
ayne 
ab + cd) (ac + bd) (ad + be 
abed 
当 且 仅 当 
x( = bcd + acd + abd + abe) = y(bed - аса + abd + abe) = 
z(bed + acd — abd + abe) = 
w(bed + acd + abd - abc) 
时 取 等 号 di 
109. (RF ,2007. 12. 20 提供 ) U x,y,z € 及 ERR x + y + 2 = 2, 则 
Y 6-827 
当 且 仅 当 * = y =: = as HE AE АРЕ I 时 取 等 号 
110.〈 自 创 题 ,1990. 01. 14) 设 AABC 三 边 长 为 BC = а,СА = b,AB = c, 


т 
H £4 > 3, 


当 且 仅 当 5 = 。 时 取 等 号 . ES 
111. (80089 ,2007. 01.27) i a,b,c C R^, H abc = 1, 则 
I5Y,ics2Ya: Y b221Ya 
当 且 仅 当 a = b = c = 1 时 取 等 号 , 
112, (“奥数 之 家 ”网 站 ,2007. 08.07 提供 ) 设 a,5,c € R°, abe = 1, 则 
X Ma +4 «4: Ya 
MAM a = b = c = 1 时 取 等 号 . 
из. (“奥数 之 家 ” 网 站 ,2008.02.28) ita, bed CRT, E Û = 4, 则 


zt eri 


当 且 仅 当 a = = e = d = 1 时 取 等 号 . 


14. a,b,c ER-, 则 
y fee. 
bsc 2 
МА Ма =b = c, 或 a,b,c 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 取 等 号 
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115.( 录 自 罗马 尼 亚 Vasile Cirtoaje 主编 的 《Algebraic Inequalities. Old 
and New Methods), $3.4. Applications Ж 16) 设 a,b,c Є R*, H abc = 1, 则 


ETETE e L, 
ahe 


当 且 仅 当 a c = 1 时 , 原 式 取 等 号 . 
116. А, ,Аз,А. € В',Ш 


X X X AX 
人 


(A, +A; +A») 
AO; + A3) О» + A1) (A; + A 
JUS A, = A; = А, 时 到 等 号 


117. ( 录 自 罗马 尼 亚 Vasile Cirtoaje 主编 的 《Algebraic Inequalities. Old 
and New Methods), 8 3.4. Applications Ef 10) ¥ x,y,z € R^ , 则 


ET + 1 TE 
MEN = y = z, 或 x,y,z 中 有 一 个 为 零 ,另外 两 个 相等 时 取 等 号 . 
118. ( 宋 庆 老师 在 《中 学 数学 研究 》( 广东 ) ,2008 年 第 1 期 , 文 “两 个 优美 
的 无 理 不 等 式 " 中 提出 的 猜想 ) ab, > 0, 满 足 a = b =c = 1, 则 
Маа + МЕТЕВ + eT -с > 26 
119. &a,b,c ER-, 则 


1 9 
У атах Be туа 

УА a = 5 = с, а,Ь,с 中 有 一 个 为 零 , 其 余 两 个 相等 时 取 等 号 . 

120. Р 为 四 面体 414,454, 内 任意 一 点 ,直线 A.P 与 过 P.A, ‚А, ‚А, 所 确定 
的 球面 交 于 点 B, ,直线 4,P 与 过 忆 ,4 ‚А, ‚А, 所 确定 的 球面 交 于 点 B, ,直线 A, P 
与 过 P.A, Az A. 所 确定 的 球面 交 于 点 B, ,直线 4,P 与 过 P,4, ‚А, ‚А, 所 确定 的 
球面 交 于 点 B. , R| 

8IA,P * A,P + A,P AP < PB, > PB, * PB, * PB, 

ШНА „РАЗ = PA} = v PA) = uPA 时 原 式 取 等 号 . 

121. (АФЛ, 1987. 08. 24) 设 


x,y, €[0,1],D = 


Wall = y) yO -z),z(1 - zx) 中 必 有 一 个 其 值 不 大 于 D. 
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122. (“奥数 之 家 ”网 站 ,2008. 04. 14 , polynasia 提供 ) а,Ь,с € R',H. 
abe = 1, 则 
<4 
PETTEE а таў +3 < 
ux. GR 204 04 тон) RP JENA AARC AER A, MRAP 
Ж AABCJHEBIT 35 — & A, M A, 作 AAA, L BC T A,, Ж {ДЯ В,,С,, Ж 
AAB,C, 面积 不 大 于 AABC 面积 的 二 
124. а,Ь,с € Е“, д] 
› 
1 
У ттар" ЗУ 
当 且 仅 当 a = b = < 时 取 等 号 
125. (“东方 热线 ”论坛 ,2008. 04. 14 提 供 ) 设 0 为 A4BC 内 任意 一 点 , 直 
Я A0,80,CO У BC,CA,AB 三 边 分 别 交 于 P,Q,R, 若 BC = а 为 最 大 边 , 则 
ТОРІ +1 001 +1 ORI < a 
126. (2008 4F, Serbian 数学 奥林匹克 试题 ) CLA a,b e EIER, На +b + 


e = 1 证 明 
1 zi 
НЕЕ НЩ 
RE 
127，( 孙 文 彩 猜想 ,2006. 09 提出 ) Es, > бы 12m > 0, B 
Èa =1, 证 明 或 否定 


X6 LA A pr == 
128. 设 a,b,c € R,n € N, 则 
LE G9 -e)*]* > 4[ Y (b - 10 Y, belb - e] 

129. ( 自 创 题 ,2005. 05. 11) 在 非 钝 角 A4BC 中 ,BC = а,СА = Ь,АВ = c, 

В а 为 最 小 边 ,R 为 A4BC 外 接 圆 半径 , 则 
4с - a > 9R 

当 且 仅 当 a = b = c, 即 AABC 为 等 边 三 角形 时 取 等 号 . 

130.( 自 创 是 ,2008. 05.07) # а,Ь,с ER-, 且 a +b +c = 1, 求 使 

(B? + + Abc) (e? +a? + Аса) (a! +b? + Aab) > (À + 2)'abc 

成 立 的 最 大 正 数 А 的 值 . 

131， 对 于 正 数 *,7,z, 求 证 


жаят» 
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О+2) (е +в) (к +5) HG ey*2' gg 
ayz 


+ رچ تي 
或 : = (2, = y = 1 时 取‏ ;1 


HANM r = Ly =: = 1; 或 7 = 2.: 
等 号 
132. (“奥数 之 家 ”网 站 ,网 名 “你 猜 "2008. 08. 04 提供 ,shfdfzhjj 自 编 题 ) 


设 a,b,c € R, 则 


EE sae 
当 且 仅 当 a = Ь = c 时 取 等 号 . 
133. (上 海 叶 中 豪 提 出 ) A4BC 的 BC 边 上 有 一 点 D, 过 D 分 别 作 4AC,4B 平 
行 线 交 4B,4C FA Е,Е, іа ABDE ,平行 四 边 形 AEDF , ADCF, ДАВС 面积 分 


别 为 5,5,,5,,5. RIES, SS, 中 必 有 一 个 不 小 于 名 5 
134.( 自 创 题 ,2008. 04. 05) a,b,c € R°, E abc <m, 则 


1 3 
E araa Fe) & m + Zabe 
MB abc =m, Ra = b = c 时 取 等 号 . 
135. (ЯФ 2008.12.21) 设 ER 12min = Xn = 


mmn = У ал, 


MED = z, = = x, 时 取 等 号 . 
136. 设 a,b,c,d Є А, 
a + ad? + bd + be” + да > 4404 + 4alc 
137. АЙЕ a b.c d R k > 0,4í 


Pee P RET TIG 
当 且 仅 当 a = = c = d, 或 上 = 1, 且 a +e = b +d 时 , 原 式 取 等 号 . 
138. (2008.06.20, “不等式 研究 网 站 ” ,stlb197 提出 ) 在 AABC 中 ,有 
1 1 
Келе 3 
HHMH A4BC 为 正三 角形 时 取 等 号 . P 
139. (1,2007. 12.21) Ë х,у: € R^ , 则 
) -P зу) + (Z - 2 -y)'+ (2 - Z +t + y 
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HANM = y = = 时 取 等 号 . 
140. ( 自 创 题 ,2008. 08. 03) BAIER a,b,c WAE У, be = 1 ,求证 


У, vara > G8 +1) Уа 
141. х,у. ER, BRE x +y +z = 2, 则 
У 9-827 
当 且 仅 当 x* =y =z= 2 ,或 xz,y,z 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 都 等 于 1 时 取 等 号 . 


142.( 自 创 题 ,2008. 08. 30) Жа, ,Ь,,,,6, € R, Ha] - B = o} - = m, 
n 
(a, +b)(a, +b) -m'_ (a, +b +a +b)? 
(a, + b,) (a, +b) -m° ^ 4(a, + b) (а + bi) 
ЩЕ Ма? - Б = m',a, = a,b, = b; 时 取 等 号 . 
143. (“奥数 之 家 ” 网 站 ,2009. 01. 19" ppppaaqq" 提供 ) 设 x,y,z € R”, R. 
m + ر‎ +Z = 1,Щ 


DDL 


1 
> 1 yz S (yt) (z +a)(z +) 


D ats i E ВИЧ oii 


144. ( Bj 2006.02.05) хәл, ERT, Habe e +f єп, 

证 明 或 否定 
2 + (0-2) дая, > Y леа, 

当 且 仅 当 % = z = … = z, = 1 时 ,上 式 取 等 号 Y nnm Жаан th 
每 n -1 个 乘积 之 和 . 

本 题 原 为 笔者 提出 的 猜想 ,也 可 参见 (中 学 数学 教学 ) (安徽) 杨 学 梳 文 : 
“从 一 道 不 等 式 谈 起 ”(《 中 学 数学 教学 ) (安徽 )2007 年 第 2 期 )， 

145. ik AABCEH KH a,b,e,marla,b,e} = a, B LA > ?Л,Р Ж ДАВС 
内 部 或 边界 上 任意 一 点 , 记 PA = Ri,PB = R,,PC = R,, 则 

(R, + R,)(R, + Е) (Е, + R,) > be(b + e) 

当 且 仅 当 点 了 重合 于 点 4 时 取 等 号 . 

本 题 是 刘 健 老师 在 (不 等 式 研究 通讯 )( 中 国 不 等 式 研究 小 组 主办 ) ,2009 年 第 
一 期 (总 第 61 期 ) 上 的 文章 "涉及 三 角形 与 点 的 一 些 几何 不 等 式 " 中 提出 的 猜想 
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附 : 第 八 章 练习 提示 与 参考 答案 


1 提示 :应 用 增 量 比较 法 证 明 . 

2. 注 :这 是 褚 小 光 先生 提出 并 证 明了 的 不 等 式 . 可 参见 《湖南 理工 大 学 学 
38) ,2003 年 12 月 ,16 着 4 期 , 褚 小 光 与 肖 振 纲 文 ; “若干 几何 不 等 式 狂想 的 证 
y. 


Bu. 
(br) +b (er)? br,*er(-a +b +) 
Hac Yo RR SRL DAS Im min 
24 4A 44 
代入 原 式 并 经 整理 得 


У, dw > Y Qab +2ас - à - P - уу: 
(其 中 4 = any = br,,z = er) 
(Eo)2QX&-Y):YX»x 
此 式 可 由 [ Y (y «221 24Y уг. 于 y's:( 见 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 
R" 例 1 中 式 (2) ) 得 到 . 
3. 简 证 : 记 s, = a +b +e +4, = ab + ac + ad + be + bd + ed, s, = bed + 
acd + abd + abe,s, = abcd = 1, 则 有 
sf = Asis, 955, = 16s, 20 
《参见 第 一 章 "等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " 中 例 14) 及 
5-355 + 123, 20 
(参见 《中 学 数学 教学 )( EW) ,2007 第 4 期 , 杨 学 枝 文 :“ 从 一 道 不 等 式 题 谈 
jg") 得 到 
sf -Ais +3] +203, 2 бе» 


OÅ - 3s, + sf 60) (24 -3s, - VI = 60) >0 


由 于 292-33, + /й - 60 > 0 
因此 24 -35 - й-60 20 
LJ 
NE TEE] @ 
另外 , 原 式 等 价 于 


0-31-25 4820 
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因此 ,只 需 证 


á -35 ,> oo, 
2./ -60 2 5$ +93, - 24s. 
4(s1 - 60) > (sj «95, -24)'es 
6-68 - 118 + 1445, - 272 > 09 
(а -4)'(s +6) + (s -4)(13s, -28) 20 
由 s > 4 知 上 式 成 立 , 故 原 式 成 立 ,由 以 上 证 明 易 知 取 等 号 条 件 . 
4. 简 证 :不 妨 设 a > b > c, 则 
ERE -Hi =a (a-b)? + (a - b) (b - c) (a -b° ect) + 
e" (b - с)? > (a - b)(b - c) (a? =b% + et) 
车 1+a>0, 则 am -6 20; 
#1 +a <o, Mee" - b°" 20 


故 原 式 成 立 . 

注 :本 题 可 参见 (中 学 数学 》( 潮 北 )1991 年 第 2 期 , 杨 学 枝 文 :“ 一 个 三 角形 
FERMAN”. 

5. 简 证 : 

x x E] mtu ntn nèm 
GP nin ktm аза sts nta " 
PED n-a m + 

X v. = = EI = 0. 
(2) 设 左边 式 子 = u, 
+ 
meu ntn mtm 
( mtu n E uta 


min nin 5 t= uta, 
nta XQ 3, mtn XQ 


[C 


m tay m + x, tx ut 
а +» ж +з, MES Een 
ntn ntn A +a ntn 
ntn ntn htn ntx 

کک 
+a X2 43, utn X,‏ ي 
t (а +5) Уа „ак Уа ys‏ 
Ga + x) (x, taa) Gs tx) +)‏ 
m + x; ELEME‏ 
Qum mtm amt s "ШШ‏ 
д tay XQ 3, XQ X ntn‏ 
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kunami 
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(SHER ab < (335) ци. 


猜想 : 当 m ,max € Rn =5,6,7,…,13 Ш 15,17,19,21,23 时 有 
m tx 
аана 
注 :可 参阅 《福建 中 学 数学 )1991 年 第 二 期 , 杨 学 梳 文 :循环 不 等 式 的 证 明 
Bir. 
6. 证 明 参 见 《成 都 大 学 自然 科学 学 报 (季刊 )》1991 年 第 一 期 杨 学 枝 文 : 
“一 个 划分 四 面体 体积 的 问题 
主要 用 到 文中 引 理 3, 即 
2700,5 Са 
— enel I 
其 中 ,为 四 面体 4BCD 体 积 ,go = vorre ,4',B',C' 为 过 点 已 平面 与 4D,BD,CD 
的 交点 , 且 设 m = nv 2 o 
7. 简 证 :P,Q,R 分 布 有 两 种 情况 . 
当 P,Q,R 分 别 位 于 边 BC,CA,AB Е, Віт ЛОАР, ARBP, APCO 的 面积 


AMA sinit Ca +b +) = 大 同时 设 BP = x, 则 
_ (~-sta+hb-k)(s+e-h 
CaterblBie-H, 


am 
SERRE. 


са 


o Cata) ca E), 


ee ab 
于 是 可 求 以 下 关于 x 的 二 次 函数 最 小 值 


& ر‎ oA o5 ے‎ +0 +e 1, z 1 - 
а-а-а i UCET (м eb e)z +-Са(2а +2 -c)] 


当 P,Q,R 中 有 两 点 位 于 同一 条 边 上 , 另 一 点 位 于 其 他 边 上 时 , 即 为 1988 年 
全 国 高 中 数学 联赛 二 试题 . 

注 :参阅 (数学 通讯 )1996 年 第 10 期 , 杨 学 枝 文 :“ 从 一 道 命题 谈 起 ”. 

8. 简 证 


CE Fe =+ EP gg > 
(Уа) +30)" У G-n ууз» 
(E GXU m6]: Y, 020 оу = 


* 
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(E23!43Y»G-»'«6YXG*3)2-»! -9Y2 = 
Er +9, ay? - 305: > 0 
9. 简 证 :注意 到 ai4 7 A, = аата, -1(i =1,2, 


Ann = A.) ,由 此 


vl 1 1 1 
(7 da t Cem epp hot 
易 知 (1) - D,(2) - Qr. 


注意 到 
A =A 
аА, - A, = аата, -1 
аА, - A, = (0a) (аа-а, = 1) 
amaA, - A, = (1 +a, + аа) (аа, 
aaa, A, - А, = (1 +a, + аа, + + аара, a) (8072, - 1) 
可 得 
ll 
ED a RT 
证 之 . 
10. 简 证 :(1) ,(3) BIE. 
(2) 
4 qr = (йу: + yt) fur an) tuy + Ажу) + 
TEI aM. 
a +уу' eat + (уг ЖА" t > 
2( ууш + ar + ayy) + 
ax yy! + az +3 xx yy E 
于 是 ,只 需 证 


y += AUSE + EET + Уу) + 
зууг AY yu 
iBar = at yy" = Ba = é ВИЕ 
at + کن‎ ec +з! AP +a +P) > 0 
Ж а > b > e, J| 
EREM = I (F-0) -be а-о) = 
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IEG-SUG +e + be)" - a F be] 
又 当 a >= > ec 时 ,有 
(P +e + bo) -a Y be + (а + + ae)? - РУ be = 
(а? - 0) (а - b) + оа - 0) (а - b) + 
(За? + 32° + 2ас + 2с +20)? >0 
ба & P + ab)? -ÈE be = аба - 8) «(P - e) + ab(ab = e?) + 
2a! +20 + 2a" > 0 
所 以 
fXo-oOu0 + e + be)? - 2 be] > 
а + e + ac)" -PY be + (P +ё + be)" -aè F, be] + 
(a -Dla + + ab)? = e е] >0 
Bil: Уа «3l? > Y Uu) +0) 22Y Pe. 
注 : 同 法 可 证 得 :各 字母 条 件 同上 , 且 


А, 
pz 22+ 
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A 
则 :(1) Ур> У 4:0) у> У, yr: O) par > Y. xy. 
11. 简 证 


= ГА E E. a 
RMT Tr КҮММҮТ. Ссс СА 
又 由 柯 西 不 等 式 ,有 
上 式 左边 5 м D. x 
"alm taya ay t + o 
因此 ,又 只 需 证 
Ed x № 
人 
由 于 
x = " 
ЖОЮ EURF 6 e ue 
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2 


X. 
(rad (rt) 
РА 1 L 1 1 
Te To Ter TIR EET ET ET МАШ 
1 1 m 
EET ETTI TTT EET 
= 1 
1+ x +x + 


12. 简 证 : (1) 先 证 


+ 


«1 


2+зуг> Ys 
因为 1-22l1YX4-82ié4i6G-0 20 


同 理 有 
1-m20,0-sy20 
所 以 
2 - (Fs xyz)? = 4 - Er -25r + 2ye x - (xyz)? > 
2-2}, уг: + 2ye J, x -2(зуз) + (2 = 
2[[a - yz) + (2?! 20 


Q- Yxes2Q* x зу) >0 
由 式 @ 知 ,要 证 式 CD 成 立 ,只 需 证 
2«4Ys-3220 


因为 4>2X 2 >F «2)2(( 4) 
所 以 2>ly+z:l>-(y+z) 
m 

2+у+:20 


又 由 于 x,y,z 中 至 少 有 一 个 不 小 于 零 ,不 妨 设 x > 0, 则 
2+ Fx xyz = (2 +y +2) +z(1 - z) 20 
(注意 到 1 - yz > 0 KX ®). 
综 上 , 式 Ф RIE. 今 利用 式 @ 证 明 式 (1). 分 以 下 两 种 情况 讨论 . 
i) xe 1,x > ORF 
x0 -y)0-220 
即 
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x + xyz > zx + xy @ 
另外 ,有 
(1-ж)(1-у:) >0 
m 
1-х + xyz 2 yz @ 
HA + © 即 得 式 (1). 
ii) 当 x,y,z 中 有 一 个 不 小 于 1 时 ,如 x > 1, 这 时 因为 
#+у + <2 x21 
所 以 frès 
所 以 Iyisi, lll 
所 以 (1-)(1-у)(1-:) x0 
即 
aya + Ximi€Yx Ф 
由 以 上 已 证 有 
2+zz> Yn ® 
HA O + @ 即 得 式 (1). 
(2) 由 于 
2 
Yx -2yz+3 -Z -Et yas 
ZD ay sus - 
(Ex-2) >0 
因此 即 得 式 (2). 


#1. 对 *,y,zv 四 元 情况 下 有 类 似 不 等 式 ,可 参见 本 章 题 100, 
2. 由 证 明 中 易 知 , 式 @ 对 于 任意 实数 *,y,z 都 成 立 . 
13. IE: 由 于 
20 +a)’ = (1 sara) 
(1 = a)*(1 +4а + 5а? + 10а? + 15а° + 15a“ + 15а? + 10a" + 
Sa? + 44% +a") 20 

Bp 2(1 + a})* 2 (1 +a?) (1 +a) 

以 上 i = 1,2,3,4,5, 因 此 


zpa +a) > por Даке > 


227 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 


s 
(1 +41)? + (1 2,2,2,2,2,)* 


(应 用 赫 尔 德 不 等 式 ) 即 得 原 式 . 
猜想 : 设 € R^ ,n 为 正 整数 ,n > 2, 则 
2(1 +a")?! > (1 + a) (1 жатт) 
当 且 仅 当 a。= 1 时 取 等 号 . 
14. 简 证 


3-A= 
з [E90 -Ge 
T 
所 以 G-26-9)6G-9 < (A) aye 
又 易 证 
feleRare ха "x = +) D< 
Age 


"(a „__2а* 
bte” at atu 


令 x = 
` = 20е titta 
也 + 2 ze 
zz) 
x AERE A Ey 
故 只 要 证 


(e VFP Sl + +Z)" > (у + ° ( 
式 @ 易 用 二 项 展开 式 证 明 ,也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 . 
事实 上 , 当 n = 2 时 ,显然 式 Q dor. 
设 在 n - 1 RX D 成 立 , 则 在 an 时 ,有 
HR) = (Уул к) э ر)‎ + у (у + 2) > 
QU) +A) > 
«zy 
故 式 QD 获 证 ,由 以 上 证 明 中 易 得 取 等 号 条 件 . 
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ег гарин, 


由 局 部 不 等 式 易 证 得 原 式 . 


16. 简 证 
1 1 


Poll seb 
7347 39 


l+a 


(2-a)(o -1) < 
FO- +a) la+) 


$2512 -а >0 


于 是 证 得 原 式 . 
a+b ab b 
17. 简 证 :因为 2 2.45, 
所 以 
a(a +(e +b +e) pé + De e bas) 
6) , LE ‚абс, 
TT шп] 
18. 简 证 


Bote Xs у у(х - Ean) > 
(Уа). PX +( En Узе» 
(Ie (Dy) = у. з. Enn 
POPE ase 
Ks) ¬ Xn" ˆ“ > 
Уа уу. Dan + PLE 


КУ) АСУ ` ےی‎ - 
IA OE EA ynn- 


(Жал Eat En > YE Xs Zan- 
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— 


En Ly It Yol ny = 


МИЎ ло-ї- Y хә Y no 


由 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ”中 式 〈1) 可 知 上 式 成 立 . 
19. 简 证 《 柯 西 不 等 式 ) 


人 -GD 人 -cd 
boc a с 


(c aXc * bYc — a) „ (b cb -cYc- а) 


bc ac 
只 需 证 
еме дш 
b a 
同 理 可 证 
btc, c*a 
a b 
(ab Ьа) 20 
Hb >c > aM ERR. 


(2) 类 似 证 之 


Primary Inequality Proof 


21. 简 证 
йз еда? +3. 164" эз. Eie 


spe + 2È ke +0) zu =e} -a > 
20у во + Уа): у, е 


32 y a - (Ë са аер -a ME e 
32e - dz 
但 acce jvc = 


span |2 
22. 简 证 
П Qon, = П (164° + G? - #)] = (164°)? + (164%). Y (Р - e)? + 
164° У, (a - Б) (0 - 8) + (| - (à - a) (d - Р)? > 
(1642)? + (164)! - У, (? - 8)! +164? У, [(a - 0) (0 - с) = 
(647) (164)! -U У, а - ECS) «1628 (Ya! - УР)? = 
164°[ (16)! + (У а - 68) - (24 + Уа - Y 68)) = 
164^ [ (164°)? + (У be - 16) (Y 88 + 164)] = 
164 У, Ue 
注 :参见 (数学 通报 》1995 年 第 12 И, 杨 学 枝 文 ,一 个 三 角形 中 线 不 等 
23. 简 证 
式 (De Y, (2am, - 44) 220 /X 88 -44)e 
(2ат,)? - 164? _ 2L Y, Pt - 164°] 
E ym 7 SEF +44 С 
i +44 
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y DF 34 2) zs 


2am, + 4A 
EPEY - (тат)? 
(2am, + 44) ( Гу ве + 2ат,) 
(e юу -ee „„ 
(2am, + 44) ( У, ° + 2ат,) 
由 对 称 性 ,不 妨 设 a > b > ^ 去 证 上 式 成 立即 可 这 时 
(e+(e-a)+(o - 1) ` 
I (2bm, + 4A) ( / Y, Be" +25т,) A 
(2) 类 似 证 之 . 


注 : 参 见 (中 学 数学 》( 湖 北 ) ,1999 年 第 3 期 , 杨 学 枝 文 :“ 关 于 三 角形 中 线 
的 一 组 不 等 式 ”. 

以 上 题 22,23 均 出 自 " 关 于 三 角形 中 线 的 几 个 不 等 式 "( 见 第 十 一 章 “ 初 等 
不 等 式 研究 文章 "(2) 的 特例 ). 

24. 简 证 

СУ, а)? -8(ab+hetea) = ГУ, а? - Y, abla +b) + 2abe] + 

4(а + be? + са? - ab -b'c = a) +4abe = 

-IIC- a +b +c) - 4(a -8)(5 - с) (а - e) + 4abe > 

- [[(-a +b +e) -4(a -b)(b - (a - e) + 

4П(-а+&+е) +4(a -b)(b - e)(a- c) = 

3I[(-a +b +e) 

注 :(1) 这 里 应 用 了 

abe > [I(-a +b +e) + (а 0) 6-с) (а-о) 

(2) 参见 (中 学 教研 (数学 )》( 浙 江 ) 2001 年 第 一 期 , 杨 学 枝 文 ,也 谈 一 
个 非 对 称 三 角形 不 等 式 ”. 

25， 简 证 


m, +2, < (r +2й) < HT +20 -a «2(a + с)? -28] = 


(В - è) 206 


б +2) 
FI m, + 24, < (a +25) ,将 以 上 两 式 左右 两 边 分 别 相 加 即 得 


HEHE 
不 等 式 研究 < 
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26. 提示: 在 第 一 章 "等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " HRO) Ш,Фх = d. 


注 :更 一 般 的 有 以 下 不 等 式 . 
设 a ER(i= 12,0) E $ a = (2k, +1)r(k, € z) ;B, € R(i = 1, 


2,70), ВУ В Qh + 1)x (h € 2) , 则 有 


MEMM cos а, = cos f 
取 n = 4, 可 得 下 面 命 
命题 : 设 A, € R' (i = 1,2,3,4) ,a, 为 平面 是 四 边 形 4,4,4,4, 四 边 长 ,其 面 

积 为 4, 则 


n 
л =4 АЖА tA +A А 
当 且 仅 当 四 边 形 444;44 EF, BAS А: А,: А, = (=a tah +a +a + 


2 20,252, 2 
PISA) : (a -ah ead ta +7090): (а tah -ah + at e ms (al 


арна - 1 + TEA) pig, 
注 :证 明 可 参见 (数学 通讯 ,1991 年 第 6 期 “问题 及 解答 " 5n, tetto 
#0). 
27. (НӨ 1993.05.05) EXE BLA RU ABCD 中 ,有 
A с р 


А B. B £ с D D 4 
(tan 2 + tan 2) (tan 7 + tan 7) (tan 7 + tan) (tan 7 + tan 2) > 


Omg mI tan £ * tan 2» 
当 且 仅 当 四 边 形 为 矩形 时 取 等 号 . _ 
提示 : 据 代数 不 等 式 : 设 x mx,z ER , 则 


(m + x) (x + x) (为 tx) +a) > Xo X nnn 
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Фа = tn 二 等 ,并 注意 到 


А й-б p 
Уша = F tan Fan Сап 
28. P,Q 为 AAAA, 所 在 平面 上 任意 两 点 , 则 
PA, + QA,sin A, + PA, - QAssin А, + РА, 
或 PA, * QA, * a, + PA, * QA; * a, + PA, * QA, * a, 2 аааз 
ТИШЕ: a saata 为 任意 复数 , 且 zx ,x, ,x 互 不 相等 , 则 有 等 式 
m (z = m) | — GR) 5 为 (一 为) 
(а-а) (а 7) (а-а) 60 7x) (m x00 7x) 
4 P УБК O, Q 对 应 复数 x А, ‚А, LAS 分 别 对 应 复数 x ,xz , 则 
РА, * QA, PA QA PA + QA, 


- QA;sin А, > 2A 


04, _ 
аза; ва, ва, 
ell x =x اي - »ااي ا‎ Ixliz-2l 
* >= 
-ml 
al-s) m (x -х,) a -х,) 
(ж 7x)0 73) (m 7x) ¬ 5) 


-a |! 
Be) 在 不 等 式 证 明 中 ,有 时 应 用 复数 方法 尤为 简捷 


(2) 本 题 可 向 n 边 形 推广 
29. 提示 :(1) ,(2) 可 用 增 量 比较 法 证 之 ; 
(з) в 
il 
2. 0.0 =- Хн. س‎ » уа Оя) 
E. EA 
即 得 ; 


(4) 应 用 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 ”中 式 (8) 


тужунда + ر‎ < CY ay 


则 式 (4) 等 价 于 
EeQEo iE 
(5) 应 用 式 (3) 及 等 式 
XX» = узу + (у)? 
30. 简 证 一 :由 
数学 奥林匹克 
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=1 


Primary inequality Proof 


"Boyle Ey? ر م‎ + te) = 
50500 nG x) +у) + 
FING -2G-2(-2* 
LES Mes 
JADRE nr 
FOO) +4? yea > 
| ES! G-2G-26-21 (ж) 
Ж х > y > z, 则 
(Za По 42 + Xy? -95:YE2-(X36-06-20-2 = 
Хобу à +3 уй? -5,8YXdo-(X236-2G-20-2- 
Xn60-2$YX260-2-(X23G-26-260-2- 
yy -:) exy(x-y) exs(x-yoy-z) + 
2-7 + Es + Ey + 
E -(Gtyt02(s-y(-2'- 
lay + + ج‎ ^y -Geys20-216-! + 
(ут +: + dà + مرک‎ (кува) (к 0000-0) + 
(2а: SEEDS -2) = 
d» +22 222) (x - y)? MG? I +2yz)(y-2)' + 


(2а: + 5у°)(х = y)(y =2) >0 
TE LEGI BUR JOXEESSORABSR ATERRO) 成 对 称 式 不 等 式 . 
简 证 二 :因为 y + y? + у: > 3xy?z, 另 外 还 有 两 个 式 子 ,所 以 


Leraar- У,у) 
所 以 
3 A 2 1233 9 
Уу Уу? о Games УР) + T= 
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ЗУ уу 


{ют Ts +} ют} = РА 


即 得 原 式 . 
31， 提 示 : 用 增 量 比较 法 证 之 . 
32. 提示 :有 恒等式 


K = (16РЕ")? + [2(ab + cd) (a? +b? - e? = d?) - 
2(a'b' +20) (а? + P - 2 - d)? 
或 据 
(рф) (a - y) < (pz - ду)? 
注 :参见 (厦门 数学 通讯 》,1986 年 第 2 期 , 杨 学 枝 文 :“ 匹 多 不 等 式 的 四 边 


形 推广 的 代数 证 法 ”. 

33. 提示: 可 用 增 量 比较 法 证 之 . 参见 (数学 教师 》 ,1987 年 第 2 期 , 杨 学 枝 
文 :关于 平面 四 边 形 的 一 个 不 等 式 ”. 

E 1 1-4 x - 2: 
34 Еа = Ty Th. AL TR 
(x-2n)(x-24n) | (x-2n)(x-2:) | (x -2x) (x - 2x) 

MX mmo. 00 ce o T NO VE 
(x-22)(-25n) | (x-2x)(x-25) | (x-21)(x -2x,) 

Ети 
x-2m x-2w x-2 x-25.,,. Qo kem 
Tum tm t 3 * d A 


(À tinm + Gb ex Gd ed + (ай + Day + 
Gà rx) + (аў xi) + 2[ Gs)! + Gu) + (xx)? + 
Ga! + Go) + Gs)! ] = xn Un + xy + x) tmn tm +) + 
Gym Gn +, + x.) exe Gn x) ] 2r sx, > без 
A[ Gr, + хул,)* + (2 + axa)? + (za +a )2] — 
Aly (ж, +a taa) + ann tam + aa) eye n +m +) + 
ass ta + 为 )] > 06 
[Gn + xy) = (may mm) ] + [ (ал, + aza) = (ma + xs) D 
[ (эл; tx) = (xı, + xx) ]? > 0 

注 :参阅 《福建 中 学 数学 》,1992 年 第 2 期 , 杨 学 梳 文 :“ 关 于 四 面体 的 高 线 
与 旁 切 球 半径 的 几 个 不 等 式 ”…. 


35 gos Дана) + Ца - a) >0. 展 开 妈 得 
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注 :参阅 (现代 中 学 生 》( 吉林)1992 年 第 9 期 , 杨 学 枝 文 :一 道 习题 的 简 证 
与 延伸 ”. 
36. 简 证 :要 用 到 4a?be > (b+ c) (a - b +с)(а + - с) BE). 于 是 
aca*b*c)(a-h*c), aba +B +a +B =e) _ 
a+e a+b 


wy, = 
(a +b c) * удате. Уа) (ажо) „ 
2(a +3) (а +e) 


(a+b +e) (b +e)(a -bsc)(asb-c) 
2(a +) (а +e) 


y L. Хна CERO) 


n T wanu, P 4Aabc(a + b +e) ` 


y (t9 +6 eg(a-bro(aeb-, 
2(a +b)(a +e) 


Sas 324 +2аУ, а) = 


4A jasbec 1,1 
abe * 44 RM 
BO) 参阅 (数学 通讯 ),1994 年 第 5 期 , 杨 学 枝 文 :“ 关 于 角 平 分 线 的 几 
个 不 等 式 ". 


(2)《 数 学 通讯 ),1995 SUN 杨 学 枝 文 ,关于 角 平分 线 的 一 个 不 等 式 " 
中 给 出 了 : > [ads SER AABC 为 正三 角形 时 取 等 号 此 式 较 


35 人 
DUE RENS 杨 学 枝 文 , 关于 三 角形 角 平 分 线 的 


一 个 不 等 式 " 中 还 给 出 : xl у , 当 且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 时 取 等 
3⁄3 


号 . 
(4)《 中 学 数学 (江苏 ) ,1996 年 第 10 期 , 杨 学 梳 文 :“ 二 个 角 平分 线 不 等 式 


BME PRATE > f + ну > FL yay D > 


(xi 7+6, p. HANH AABC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 


э. "o 1994 #3 H 23 日 提出 的 一 个 猜想 ,后 由 湖南 农业 大 学 
陈 宽 江 ( 当时 为 学 生 ) 给 出 了 一 种 证 明 , 见 《中 学 数学 》( 湖 北 ) ,1996 年 第 6 期 
文 :“ 一 个 代数 不 等 式 的 证 明 ”, 文中 应 用 了 三 角 代 换 , 设 *,y 同 号 , 且 * = 
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= zsin?9,y = = zcos*0, 并 应 用 数学 归纳 法 和 求 导 方 法 证 明 , 能 否 找到 初等 证 法 ? 
陈 宽 仁 同学 在 文 末 还 提出 了 如 下 猜想 : 设 n,mE N,n > 3,mz 1,x, € R, 


Pads = 0, 则 


(n 71) (7 D'1 af > o - 0 + (n DIE D 


38. 注 :(1) 中 不 等 式 为 浙江 吴 跃 生 先生 给 出 . 见 《中 等 数学 》,1997 年 第 四 
期 文 :“ 关 于 费 尔 马 点 的 一 个 不 等 式 ".(2) 中 不 等 式 为 笔者 给 出 ,解答 见 《中 等 
数学 》,1998 年 第 二 期 , 杨 学 枝 文 ” STRATARIA PTEE 文中 得 到 


Уһ = DL + S)sin(C + 2) d 


(注意 到 давс 三 个 内 角 均 不 大 于 笃 ) 其 中 f = тхе + 254. 
39. 简 证 


ааъ -m e+ 中 -下 (ac - М) (ай - be) m_n? 
ab ul ed abed E сі 
所 以 
(ab - ed) (ас - bd) (ad - be) _ 


2 
FT = (ab - ed)( m É) < (m-n)? 
注 :条 件 可 放宽 为 a,b,c,d € R, H abed > 0, 则 结论 仍 成 立 . 
40. 提示 : 原 式 条 件 可 改 为 
(aix + by) + (mx + bay)? = 1 
设 ал + by = сова, ox + hy = sin a: 
41， 简 证 :应 用 复数 方法 证 明 . 
PLA ‚А, ‚А, 对 应 的 复数 分 别 为 zz ,5,5, 则 
1 AA, I + PA} +1 A,A, 1 * PA} HT PA} = 
و اج ارو اداو واولاو وا‎ nl "ار‎ < 
1 (a 72) = z)? + (5 8) = 5)? + G 5 (6 = Em 
(а е5) жы -5) + d(a =n) 1 = 
баа) а) а) = 
ТАА EE Ais 11 A,A, 1 
42. 提示 


4 J, sin acos a, = 
У (- sin a, + sin ay + sin а, + sin а,)( — cos a, + cos a; + cos а, + cos ai) > 


Ат(- sin a, + sin a, + sin а, + sin a,)( — cos a, + сов а, + cos a + eos au)]+ = 
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at X P 28,1} 
注 : 证 明 可 参见 吴 康 主编 的 (奥赛 金牌 之 路 》( 高 中 数学 ) “第 一 章 $6 = 
角 不 等 式 "P84 ~ 85. 也 可 参见 杨 学 梳 , 林 章 衍 主编 的 《福建 省 初等 数学 研究 文 
Ж) 中 杨 学 梳 文 :“ 一 个 新 的 三 角 不 等 式 及 其 应 用 ”.(《 福 建 省 初等 数学 研究 广 
集 》, 由 福建 教育 出 版 社 1993 年 7 月 出 版 ) 
43. 简 证 : 设 * = keos a,y = ksin a (0 <k<1), 则 
1 ax? + bxy + cy! = K | acosia + bsin acos а + csin al < 


a+c a-c b. 
5 соз 2a + Pin 2a| < 


feos 2a + Liin 2a| < 


а+с b 
"dt "rey 
44. 简 证 
ET («-у+ = 3 +35 (- 2 +’ ау)? > 
зуу? + (Fre) 


45. 简 证 :(1) 车 直线 BD, AC 斜率 都 存在 且 分 别 为 ‚к, F, F, 坐标 分 别 
为 (- 6,0) ,(e,0) , 则 直线 BD,4C HERMA y = k(x +e) ,у = (5-с), B 
11+h =| k, =k, | cot a ° 
Жу = h(x +e) 代入 椭圆 方程 并 整理 得 
в, 20, ge 
eper -JP=0 
BO) DG y) JU 
I BDI = AE n = x1 = 
AK ox) cnn = 


За (1 + Kî) 


аги + b 


同 理 可 得 
2a) (1 +È) 
АЫ уш 
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因此 
ТАСІ -1 BDI = 


原 式 成 立 . 


400(1 + K) +E) _ 
(aki +b") (akî +0) 
(ka =k)? + (1 + kk)? 


t DAT BR) s 
ii (kk, + 9)! + ab (k, = kr)” 
14 Lih: 
a. id 
HT GR HEY cas 
At и 
(k = RO 
"m 
Juss, PAARO) = 
4 
sina 


(2) 若 直线 BD 与 x MEH, XR, BR 


1 BD! SU 1 4= 
a 
因此 
ТАСТ -1 BDI = 
原 式 也 成 立 . 


2 
acosa + b'sin'a 


4° 


sina 


4p 
сота + baina < 


综 上 , 原 式 获 证 ,由 证 明 过 程 易 得 式 CD 取 等 号 条 件 . 
注 :由 原 式 ,可 编 一 道 例题 如 下 ; 


UIT. +y = 1 内 接 四 边 形 ABCD ,对 角 线 BD ЖЕЙ Р, АС REN 
Ж F,,BD,AC ZF P, LBPC = 120°, RIHI ABCD 面积 的 最 大 值 . 


46. 简 证 : 记 


n=x+y+z= 


n 


Ж ess, - 812, +20, 20 


设 w = f =3 = EXON PEL 


3, = уг + Zx + хуузу = хуг 


Ф 


95 (0 <w <3), 由 第 四 章 "应 用 基 


本 不 等 式 证 明 不 等 式 ” 最 后 附录 中 定理 2, 有 


8з, - 81s, 2055 > 81 


9-w 
Bet 
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9-w . (3 +20) (3 - ш)? 
3-8 = + 


3 +2w) 3-w 2 
27 
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(3 c) G - 22) 0v! + 15w +9) > 
0 
即 得 式 D, 故 原 式 成 立 ,由 3 - 2w = 0, 即 w = 2 易 得 取 等 号 条 件 . 
47. 提示 :由 (1 + #)(1 +y) -2 +y) = (1 -x)(1-y) =0, 有 
O2) +y) 22(x +y) 
48. 提示 : 由 
07 +2000 +3) - 0+0) Toe De (ye)? + 
jo73yie-byso 
# oer o2 
49. 简 证 


a 
XGTDGD 4 T+) 47 
4Le +4 a -3-3 Ya 3F be -3abe _ 

ATIG +a) 5 


Xa Fb-6 
A[IG +0 


(注意 到 abe = 1,8 J, a > 3 alc =3, Y ic 2 3 a ld = 3). 
50. ES ьа = ZDE, a 20-9 e +o- š 


20 


,以 上 三 式 相 加 ,得 
(a bsc) + 
a P 


再 应 用 柯 西 不 等 式 ,有 
(o + +е)[#—©° + (eas , (e0) > 
(а-с+а-Ь+е- Б)? =4(a - b)° 


MO = Êy = е агер b) 时 取 等 号 , 即 


241 


3$ 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 


а? + bc = 2ab 
Ё + ac = 2bc 
c = ab 
由 三 式 中 消去 a 4085 P +2 = 2с 时 取 等 号 
a 
BR = 2a ~ b + ETD ,在 证 明 有 关 不 等 式 时 值得 注意 . 


b 
51. 简 证 :由 于 


21-12ў«*+ Frye 527-2 Fx + ух. 
rs 
n-ny.a ZVE, 


(Qr Ze 


IO 3005 +6) >0 
因此 ,只 要 证 12 导 x - УУ ту, «Уз = eyr, 3 Sx + xyz > 
2Y:Y yz HATI H ШЕФ) 
3y2499:-2Y:5Y, у= УУ 493 -2 Ty = 
(X33 -455 y 93:20 
《最 后 一 式 参 见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14). 
52. 简 证 
a 1 ab 1 
габ = үү = — 20+ 
类 似 还 有 两 式 ,所 以 


М + тте Мр = E cedem S 
eva 


LORS c 
6= Ys Yz >2 DD? 
9> See = Ye буна) = 
Уб ну) + ey > 


2y + ety =3 Sey 
54. 简 证 : 记 和 A = 2 + 2/3 ,并 将 原 式 齐 次 化 , 即 证 


53. 简 证 :因为 


所 以 
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Loe +A( Yabe) 2233. узе. уа ° 
Фа =з?,Ь = ус =P, Ais = Yz = 1, = У ут, = xys Bk D 
等 价 于 


Lr? ao >? 


+À 
з use 


d Аңыз, < 


> as - Аз) [^ 


PTT 
A і ج‎ t 20) 
(参见 第 四 章 "应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 " 最 后 附录 中 定理 2 的 推论 3) 因此 ， 
IERO ARE 
1-955. 3+A А-а?) .1-30 +240 
3 у> [ q.s var ES = 


w= /l-35,BDs, = 


PIG- А) -6w + (3 + 3А) а? - 24 - 39] > бе» 
#( -o)[(6-2) -Aw + (3 +2А)а? + 39] > 0 
又 由 于 w? 20, - о > 0, 因 此 ,又 只 需 证 
(6-A) -Aw + (3 + 2А)? + За? 20 [o] 
HBTA-2428,86-A = 2(2 - 5) >0, 且 有 
(-A) -4(6 - А) (3 +2А) = 9(4? -44 - 8) =0 
因此 ,(6 - A) - Ao + (3 +2А)а? 20, o > 0 Mt O RSL, MIRAS. 
由 证 明 中 知 , 当 且 仅 当 a = b = c = 1 时 原 式 取 等 号 . 
55. 简 证 : 设 * = -a+b+cy=a-b+cz=a+rb-cxziyizcR 则 


x (z). ЫРЫ БЕ X[r- ol 


(y - z) 


X кузу "Yay ra 


У (оа +2y +22 + چر3‎ - sy= =) at 


өө 
由 x,y,z 对 称 性 ,不 妨 设 x > у > z, 则 易 证 有 
(ر- ٭) ی °( - ٭‎ Cry a rm 


xr xy " xi 
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同时 还 有 
22 -y +20 +3m - ys - ay m0 
28 +20 -P +3ay - x - yz > 0 
因此 
А 
ETET #22 dy -ay m) ОЕ < 
M 
(72 +20 +22 tay -ay =m) ЧС, 
Qr مر‎ +20 ndn ya = ay) ے گلا‎ 
) Ap +аё mede cag) حا‎ > 
0 
ny. 
u (х5) >+ 
"m $ 18 1 
56. BUR: TT - иу S 25 --у)еэ(За - 1) (4а +3) > 0. 


RRR a a, as ME a + a + …+a =1, B аа, 
2n 


(n > 1) , 则 


п 
x n" +1 
HERM a = o = ca, = 二 时 取 等 号 
简 证 : 由 待定 系数 法 可 求 得 使 
FIT em (a -1) зм ` 
成 立 的 
ti m(n? -1) 
` (n +1) 
于 是 可 得 
в, n 
Zaa Lar 
а, л? 
m > а +1 мег 
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Primary педшайу Proof 
57. 简 证 
Qn Ey лу гунну, Geny nga = 
CZs J DÎ re1 ар, 
Б Уол وح‎ у GD nye > 
(X2! *4[ +32(z +2) +3у(х +2)? + (z *2)]- 
У ED re Is) Is > 
(I Tt ap ++ sen eee] n 
6LEG-0'«2X6-2G-2!2 
-IE (+y) (a-y) -4E G ewey)6-» -6X2G-9 + 
AX ( +3zy +3yz +6 +327 +32) (к - y)! +6[2 у, (x - y)2]2 = 
X-9( +y)? -AG! «xy +7) -62 «AP + zy + 12yz + r + 
124° +12? +24(z - y)! + 24) - 2)? +24(у -z)2](z - y)? = 
У (474 + 39y + 542 - 36yz - 24x: - S8xy) (z - y)? = 
X [Bs - y «10 -2: +4у: + (z - 2) + Ge 22) -) > 
0 


注 :在 Tran Phuong 3f ( Diamonds in Mathematical Inequalities》 中 有 以 下 更 


HME. 
а,Ь,с > 0, 则 


btc 
(参见 第 二 章 “ 增 量 比较 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 17). 
58， 简 证 
Boke(YXlat Ya! 2 lbscl)'es 
Усы) + У (аі Уа) > X(la+bl‘la+cl) 
但 由 于 
X05141) (а! Sal) = 


E (bl el +l all a+b +e) > 
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У, Ibe +a +ab +ael = У, | (а +6) (ажо)! 


BERRI. 


59. 简 证 一 : 令 a = a,b = ye = # MERGN F 
Ex +згуг эзуу уг (ж) 
今 证 式 (类 ) 成 立 . 
由 对 称 性 ,不 妨 设 x > у > z, 则 
Уа y? -25y = (У уугу-(у уг? -зёугу = 
jEC-U-RES Leo- = 
EL G4»! -)Yx)-25 
BTimeymziA 
) жау e yy -yz ва +ау) (y+) - 
(у: + +ау) 20 
(è жап 2) (z жал клу) = 
at +2 (а: +2) + ) +2)? -y (yz + zx tay) = 
G* - s) «208 - x - уу: 232 + (az + P) > 
0 
又 (x -:)° > (y -z)*, 因 此 
XI 4x«2)-2Y5x)0-22 
]) жаа eg) -y Ys co +[ ОЁ eyes У 0-2!» 
[GO + xz + 2)? - y уг + (у + у: +)? - 2 У уг](у-:)# = 
]) ey! xy xy) + (@ +y - y - хуй): 2x P +2у + 
(az +2)? + (yz +:)%](у-:)# = 
[GP xy +) (я у)? tala + у) (x -) «222 +2у + 
(xz+2)' + (у: +2)%1(у = 2) >0 
йо) шї. 
c = ДААТ 
э бог #2} уг - }узх*=(}ух.[(-«+у+:) (ж) 
车 *,y,: 不 能 组 成 三 角形 三 边 , 则 [] (=< +y +2) <0, ROK) 显然 成 立 ; 
车 *,y,z 能 组 成 三 角形 三 边 , 设 其 面积 为 A, 则 式 ( ж) 又 等 价 于 
3 Убхуг)* > 164° 
在 三 角形 中 , 易 知 此 式 成 立 . 


246 


Primary Inequality Proof 


简 证 三 : 令 * = аў,у = bP e = 二 , 则 原 式 等 价 于 
Уа зу? 22Yy? 
由 于 Ys y? >» уугу +) >2 yy? 
即 得 上 式 . 
简 证 四 : Фа = at,y = ы = ct, Babe = 1, 则 
原 式 所 3 +31 - 4, 20 


因为 3s жа] -ns 235 795, = 3(5 -3) 
x s 23/5 =3 

所 以 3s +s) -4s5 20 

即 345-45 20 


60. MIE: 不 妨 设 a > b, Jl a + ab > b + ab. Аа? + ab > 2. 
Жа + ab <2, 


ےم 

a 
x 3 < a + ab +b" >2 + 
所 以 中 >1,5>1 
所 以 ETE 
所 以 14226 

а 
m (a -1)(a +2) «0 
所 以 acl 
[Bb > 1, 这 与 假设 a。> b HFA. а + ab > 2. 


61. 简 证 一 :由 于 
a+b (a-b)] 1 1 y (a-b) 
тт: 
Wut, т 
[era I oen 


a+b 


(So) + a. у, (220. у, (а-Ю | „зу 
由 于 
Xe Gala 


a+b 
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Mz Т 


a+b 


因此 ,又 只 需 证 


HS 1a-bBI) зуе - (Yay = 


(Ў 1а-61) 22У (a-b) 


(X 1а-61) = У (а 0) +25 | (а - 6) (а-о) I> 
2X4 -25b +25 (a-b)(a-c) = 
25 (a-b) 


ROO йл. 
А А 
mig Buy 25 = у VAS 


4 
62. Шї—:ФУ а - a, = 350] = 1,2,3,4) Ша = 


ау y ye (y ty aye = 
[222-95 + Laos] -3Xe- 


[Ix £z. x. а -32e > 
(Уа + Xe у (220 зу а = 


a+b 


X x (=b Eada 


a+b 


E-t) - У (a-b) =0 


2,3,4), FÆ 


EHED aza 


{Za 109-5)? + (x 


u)? + s zay Ч 


4 (- 2% +a tay tn)? = 
[Xs «X (n 7 3)? + (а, x) + (5 "y E 


x 
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У, (а - b): 


Уа 
fel 


4CYX4-4 Y ха) > 

ia. 
(Za. ips y E (а-н) roe 
28ў\ а! +16 xp = 

ifa 


2X4. у, Gn) t cx eG x, Y («-2» 


2( V а) + (= cx -9 Y (s-2)- 


[Ed 


AG -RY + (s xD (ox) бы сар (n, RUP S (a-u) + 
(ж 73) + (za 7x) + (z, 7x) - 
М-м) + (а-а cx) 
VG = xa) + (8 on) + (эу = xO" + 
V = x) + n) + s cx) + 
Vn 5) + (cx) + (m x 
V m)? + (z, = a) + (m cx) + 
М TY + (а-ы + (n ox + 
Ta =a) + (a cx + (G cx) ° /G x + (a Tay + Ga Еу] 
5 Y (x. -x)' > 


[E 


4[3-® - 2 + ic RES E -4) +204 =a) 6 -5) + 


3G -xY]- 5 
简 证 二 


ана, ava 
CE атата)" Ed. 


[ыта stat y atata за 


[p r (e =a)! Gru yl aya 


Sla, + a, +a) 


(Ze? +2 a, y cmi ата? ivl 


Sla, +a, +а,) 
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$EUn =a)" + (a-a)? + (a, 7] -. X =a)? = 


$ (а-а E (a, =a? = 


«Чч 


注 : 题 62 是 湖北 黄石 二 中 杨志明 老师 在 2006 年 8 月 7 日 ~ 10 日 在 湖北 大 
学 召开 的 全 国 第 六 届 初 数 会 期 间 提出 的 猜想 ,当时 笔者 给 出 了 以 上 两 种 证 明 . 
63. 简 证 : 原 式 经 去 分 母 运算 后 可 得 到 


alb - 0)? +b(e a)? +e(a =b)? > Di (a-b)(b -e)la =e)! Ф 


作 代 换 :a = EE = EHE o = eys CR RORY 
(у +2) (у =2)" + (ажа) (а-а) + (x +у)(х-у)# > 
Fi G-»6-26-21! 9 
因此 ,要 证 原 式 成 立 , 只 要 证 式 @ 成 立 . = 
不 妨 设 * > y>: Br =z+a+B,y = z+a,a,B ЄВ RARO, T 
得 


(2 +а)оЁ + (2 +a +8)(а +B)? + (2: 62a +В) - Topla +B) >0 


因为 z>0 
所 以 只 要 证 
a + (a +В)? + (2a + P - Гарба +8) 20 
即 
За? – 408 - of +38 > 0 [o] 
38 > a, 则 
ЖФ -2a(a - B)! +a -3ag «38g 20 
жа > B, 则 
ROE = 2a(a - B «B(a - $8) +a - a + $P >0 
HR O RIL, @ 也 成 立 , 故 原 式 成 立 . 
注 : 由 上 证 明 可 知 , 原 不 等 式 右边 的 卫 并 不 是 最 佳 值 ,事实 上 , 由 第 二 章 
“ 增 量 比较 法 证 明 不 等 式 ”中 例 14 的 证 明 过 程 可 知 , 最 佳 值 应 为 V16/2 + 13. 
64. (1) 简 证 一 : 由 a +b +e + abe = 4 知 ,a,b,c 中 必 有 一 个 不 大 于 1, 同 
时 还 有 一 个 不 小 于 1, 不妨 设 这 两 个 数 为 a,5, 则 
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(1-a)(1-5) <0 
另外 ,由 a +b +c + abc = 4,103] 
4-a-b 


°" Tra 


于 是 


а-у =a ++ Et- ab- (a+b). 


4-a -b 
1 + ab 


тураа +b) +4 - ab - (ab)? - 
4(a +b) + (a +b)°] = 
1)4 +8 -2)! - ai(1-a)(1-8)] >0 


lab 
即 Zas Ув 
简 证 二 : 反 证 法 . 不 妨 设 
Za< Ув 
因为 (£a) -4 Fa‘ Ybe+9abe =0 


(此 式 见 第 一 章 * 等 价 变 换 法 证 明 不 等 式 " 中 例 14, 取 n= 3 情况 ) 所 以 
abe =4 Xa‘ Y ic - (Уа) > 
4X2! - (Xa)? = 
EPa- Уа) = 


abc (Ya) 

所 以 
Za<3 (ж) 

另外 ,因为 

a+b+e+abe=4 
所 以 acbecsd( Xa? >4 
即 (Za -3)(( Xa)? +3 Уа +36] 20 
所 以 Уа>3 
Жыш) та, У a > ук. 

(2) 简 证 :因为 
Lavre у, Z => (Le? 
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х Xa S+ < ГУ а: Xab +с) = /2ўа. Ye 


所 以 У. <_4 و‎ 
re Xa к 


6s. mii Z = +, fE „у, E „Шан такуу C R°, 


Ву + cay xu = 4,00 
Hy +E yz + ax + ху ® 
R CD 证 明 可 见 本 章 练习 题 64 中 (1). 
附 :国家 集训 队 对 该 题 的 解答 如 下 (命题 组 提供 ). 
ФЕВ: и = xy,v = yz,w = aza y, 为 正 实数 , 则 条 件 变 为 
xyz + ay + yz + z = 4 


结论 变 为 
X*ytrPryeyrtg (ж) 
T8 х,у, 三 个 数 中 必 有 两 个 在 ! 的 同 侧 ,不 妨 设 y,z 在 1 的 同 侧 , 则 
(y-1)Gz-1)>0 ° 
于 是 
ж(уг+у+:) =4-у:>0 
由 此 可 得 


Q+ У) (Q ут) -2- vi‏ ے رھ ے رک ۔ ے 
XY y + fya Valdr +2) А‏ 


因此 
(s+1) x 52 Qo 
注意 到 要 证 
(Ж) x = xz - xy + xyz 2 yz — y — z + ayze 
x(1-y)(1-z) * ye(x +1) -у-: (жж) 


TERO). 由 式 四 ,左边 > O; HR @ 
Ж «/yx:2-y-:--(y-45) <0 
BROOK) 成 立 . 
66. МШЕ: 在 2x - 1,2y - 1,2: - 1 中 必 有 两 个 都 不 大 于 零 ,或 都 不 小 于 零 ， 
不 妨 设 这 两 个 数 为 2x -1,2y - 1, 则 
(25-1) (2у-1) 20 
由 此 得 
z + 4xyz 2xz + 2yz Ф 
另外 ,因为 
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123 + +? 2x 2 Lay + +2зу: 


所 以 1-2 22x(1 +z) 
所 以 

borat ® 
RD + me. 


注 :(1) манаг ee +2xys = 1 时 ,x,y,z ERE = cos A, 
y = cos B,z = cos C, 则 可 设 4,B,C 为 非 钝 角 ДАВС 三 内 角 , 此 时 1 + 4xyz > 


2X y EX (I Y a)! 928 +8Rr + 3r, 这 是 非 印 角 三 角形 中 的 一 个 重要 不 竺 
式 ,这 里 又 给 出 了 一 种 较为 简捷 的 新 证 法 . 
(2) 由 此 易 证 西藏 刘 保 阔 先生 于 2006 年 7 月 提出 的 以 下 命题 
RE: x,y, RUBY S +4zyz <1, 则 
y: <; 
6. ME) WF Erag Y, G2 10-2 gc E 
а) 中 不 等 式 ,只 要 证 
G- D tl-a 2o- 2 
У >®(т+2). Y: 
X BG -» + (а -)°1 > т}, (у -ae 


ECT + m) (y а) =0 
由 对 称 性 ,不 妨 设 x > y > z, 则 上 式 等 价 于 
,م‎ 2 + 


2(y 42) zts zty. E. 
fon exi HY 2m](x yr 


(ZHE - т)(«-у)(у-:) 90 (ж) 
因为 
Ltr, zts, Uat) -2m = 
x * y z 
Gene D det) cam 
2022 +1) -2(2 +45) >0 
同 理 有 


Artn rtt узі mao 


KURER COO) 成 立 ,只 需 证 其 判别 式 A < 0. 
аА = +E + gy 
E E z 


Та = (а +и+2»-2т)(2А +y +v = 2m) = (à +v- m)? = 


3m -4т A «(YA + уш = 


зп - 224 + (ay Xu 
ы) Т, uv 
n -22A AC DIS) зу ] 


由 此 可 知 , 要 证 4 < 0, 只 需 证 


n« 2X4 /( Es -3Yw 


m (X2! - (8 +43) XA + Yur + (21 +123) 20 
GERSI2Y.A -3m > 6 - 35 > 0). 

хат Luw =2 УАУ 3! -42a Y y +9zy >>0, 此 式 成 
立 ,因此 又 只 需 证 

CX - (6 +48) XA + Q1 +125) > 0( A -3 - 25) 20 

由 此 证 明了 A <0, ROK) 成 立 ,(1) 中 不 等 式 获 证 易 知 , 当 且 仅 当 * = 
y =z 时 取 等 号 . 

2 2 

D аз}, >з}, + y (20—062) my REO) 中 不 

等 式 , 只 要 证 
(==)? + (z - 9? z 
Уо 
De y en tD. + СУ iiy 
* E» 


(X 

xir iiy. NT 

AUI 5.10 2'20 

由 对 称 性 ,不 妨 设 * > у > z, 注 意 到 z - z = (z - y) + (y -z) ,上 式 又 等 
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nF 
uu. oin. ARES I. 
У» 
Жый ашыр “295. + 
PM ر‎ OR) 
因为 
+ وجڪ‎ 26+). 2( x= 2 
x Xx 
وکر‎ sta ety MY. 
x y z = 
[ZOD xYX2 _ 
Ely +z) x= 
同 理 有 


Rain persp rey 208) 
x y 2 Y» 
所 以 要 证 式 ( НО) 成 立 , 只 需 证 其 判别 式 4 < 0. 


à 
BEHE رہ‎ EHE ко a = СХ? д 


DE h 35m 
- 4 = (А+ +20 -2m) (2А +и+»-2т) - (À +y = m) = 
3m -4п XA + УА) + уш Ф 
Es = Days = Eys = zyz, 今 先 证 明 
Fw-m>=0 Ф 
хоу MED _ C22" o 
OE» 
(X> УУ) (У yz)? -ayl Уа) > бе» 
G -2n +35) 0 ® 


255 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 


因为 > 
所 以 要 证 式 图 ,只 要 证 
(Fa -255 638) 20 

вр 25 – 61, +95, 20 
但 25] - биз, 495, = 2(5 = 45,5; 95) +2535 -95 20 
所 以 式 国 成 立 , 即 式 @ 成 立 , 所 以 

Эт -AnY + (EA + Jw 2 4m? -AnY A + (УА)? = 

Оп - УА) >0 

HX OD MA < 0. 02) 中 的 不 等 式 获 证 , 当 是 仅 当 x = у = :时 取 等 号 . 

(3) 由 (1) 中 不 等 式 可 得 到 

(2m +7) - 355; - (6m +12), <0 
" От + 7)4 

иш n> an (on + 12) 
于 是 ,要 证 (3) 中 不 等 式 成 立 ,只 要 证 


(2m +7)4}___ (4m +11)s, - (6m + 12) 
3s, + (бт + 12) 2m +7 


等 价 于 
[(m +2)s - (3m «6))! 20 
因此 (3) 中 不 等 式 成 立 . 当 且 仅 当 x = y = :时 取 等 号 . 
注 :在 证 明 (2) 中 的 不 等 式 时 ,我 们 得 到 了 一 个 有 趣 的 不 等 式 : 若 *,y,z € 
R'*, 则 


a 
pne yo ШУ”. Lo- 


* 了 Ze ун, У-у-у 


МЕЧ = y = z 时 取 等 号 
68、 注 :证 法 与 以 上 题 67 证 法 相似 . 


X f- (u +o)’a +2(и + v) (ub + ve) + u ta ub =e)" | 
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2 
(us Xa Y, (из да-а е 


所 以 
гу Hp „+ уе > 


(и +)*( Ea) +2(и +o) Xa - 
y LU +a = ub e so Ley 


2(u & )'L Y, | (u &v)a -ub -vel ]* - (u +v)‘ (6 - > 

2(u & v)! Y [( + v)a - ub - ve]? - (u +v)“ F, (b-e) = 

2(u ev)! (u? + vf + ш) У (b - c) - (ues)! Eb-e) > 

0 

说 明 : 以 上 循环 和 只 针对 字母 a,b,c RM. 

70. ЇЕ: (1) Ma > b > cBf,a'b + be + са - ab -be -ca = (a + 
b +c) * (a - b) (b - c) (a - c) >0. 因 此 ,只 要 证 当 o > b > ce 时 式 (1) 成 立即 
可 . 

由 于 
2Y b: Y, (b-c) «3akY,.a-3Y, ab = 
2Yy6: Y 6-0 -3YXa(a-o0)- 
(2be + 2са - ab) (a - с)? + (2ca + 2ab - bc) (a - b)? + 
(ab + 2bc - ca) (b - c) = 
(dac + bc + ab) (a - b)? + (4bc + ae + ab) (b — c)! + 
2(2be +2ас - ab) (а - b)(b - c) = 
Aac[ (a - Б)? + (a - Б) (b - с)] +4b[(b - c)? + (а -B)(b -e)] + 
ab[ (a - b)? + (b - с)? - 2(a - b) (b - c) ] + be(a - b)? + ac(b - e)? > 
0 
由 此 知 式 (1) 成 立 . 

(2) HF ўа. (а + Pe + ea + abe) = Y ab + (Y, 0c) RA 

У а: (be Pe + ёа + abe) - ( be)? < 
«е. Yos ук. У-у 

应 用 式 (1) , 即 


— — 


(Xi + ук. X0-o Ё 
Уа 
Eh [4( Sa) -9 Se] 
33a 


Уа = 


注 : 以 上 式 (1) 5 Ell 29: Y ab + (E be)? < x Lo) URRE 
“ 增 量 比较 法 证 明 不 等 式 " 例 15 中 不 等 式 :3 Y ab < (Ea) 不 分 强 弱 ; 式 


(2) S db + be + ea + abe < (а +b + с)? ЖАНА. 
另外 ,以 上 (1 (2) 两 式 也 可 用 增 量 比较 法 证 


1 
"n. тиа > Tg ИНИ. 此 式 证 明 如 


) +b? +e 
T. 
1 


+L =at = yl = sÛ = o Bls aka = 1.482 = 1, 于 是 只 要 证 


Ht ty t+ 


x(3 -3)y +2 +a) +6r -9z>0 
此 式 易 证 成 立 ,事实 上 有 
P +P +w + бё -9x 2 Byw + 6 -gx = 


3s. -9 


9x -9x =0 
简 证 二 : Bi y Ay? 354 71( 此 式 易 证 ) 等 三 式 证 得 - 
简 证 三 : MEL. Ay? uh 5 等 三 式 证 得 . 


: 若 abcd 中 至 少 有 一 个 不 大 于 弛 ,如 0 < a 2,0 


(За - 1)? 21 
此 时 , 原 式 显然 成 立 . 
abed IKEE 
L 1 3(a +b) -2 
3a-1 3b-1 = (За -1)(3Ь-1) > 


ораи 
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2 


3Va5 -1 
(注意 到 3Va5 -1 > 0) 同 理 有 
1 „l . 3(e+a)-2 > 
3-1 34-1 ` (Зе-1)(34-1) 
2 
3/ed -1 


《注意 到 3VET - 1 > 0) 因此 
1 Y bo» 1 NE 
(ы-у 40У > i > 


E 2 
4(——— з 
ўва) 


此 时 , 原 式 显然 成 立 . 
72. MITE: СОРАН ОДЕЛ) 为 了 证 明 
(а +b? + e")? > [a «P + +303 - 1)abc]* Ф 
先 证 以 下 理 . 
引 理 :车 x*,y,z > 0,x +y +z = 1, 则 
1 1 1 з 
gg D-DD (=D [^] 


引 理 证 明 : 式 @ 等 价 于 

A-A - 45) E) > 68 -1) aye 

(1 -23)0 70-2 > (8 -DA e) e) + е» 

I6 +2) 2 68 - n? vas[Ic +) 图 
因为 По+ә = ys. Drag. т 
(注意 到 * + y + = 1) 所 以 要 证 式 图 ,只 要 证 

Ia «4 < i 

此 式 易 证 ,事实 上 有 


Ia «o «e 


引 理 获 证 . 
下 面 证 明 式 QD. 
Фа +P + = 1, 则 要 证 式 四 ,只 要 证 


n 


«сн, азу 
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а «Ug +3(3 -1l)abc > ۾‎ +b + Ф 


ya Хе =al -a) > 
з. Jae [[(1 -a) > 
з. Yabe. (FB - 1) -abe 
( 据 引 理 ) = 
3(48 - 1)abc 
HER 图 , 故 原 命题 获 证 . 
73. 简 证 :由 对 称 性 ,不 妨 设 > 5 > ¢ > 0, 则 
У 2-3. У0-0 :X6-YX«0«9) E-o), 
bee 2 (Ea 2 [[6 «2 (Xo 
Ebro- Eo- 
2]IG6 +e) (xo 


H 1 
EUG»: (qa 


y + G =e)? 
2(a +b)(a +) Уа)? 


Је)? = 


即 证 
У, (+0) (-а +P +02) (6-с) 20 (ж) 
BT 
У, (6+) (-а + +02) (6-с)? = 
(b &e)(-d «P +0) (6-с)? + (а+с) (а? -6 «d)(a-beb-c) + 
(а +b) (а +0 - @)(a - b)? > 
(b +с) (а? + + 2) (с)? + (а+с) (а -b +e") (a -b +b - e)? > 
(bh +e)(- a «P + с) (Ь - e)? + (b + с) (а -bh «c)(b-c) = 
206 +c) (b - e)? > 
0 
Bit s ORO 成 立 , 原 命题 获 证 , 易 知 当 且 仅 当 a = b = c 时 取 等 号 . 
74， 解 答 参见 《中 学 数学 》( 湖北 ) ,2002 年 第 八 期 . 该 命题 结论 很 有 用 . 
75. 解答 可 参见 《湖南 教育 学 院 学 报 》,1999 年 第 2 期 (第 17 48) , 杨 学 枝 
文 :“ 关 于 三 角形 的 两 类 不 等 式 ”. 这 是 两 个 应 用 较 广 的 不 等 式 . 
76. 证 明 可 参见 《中 学 数学 研究 》( 广东 ) ,2005 年 第 12 期 , 杨 学 梳 文 : 
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“давс 中 循环 和 也 LOL 4 的 最 值 " 其 中 用 题 76 中 (1) 可 解答 2005 年 全 


+ cos А 
国 高 中 数学 联赛 第 二 试 试题 : 
BIEN a,b,c,x,y,z 满足 cy + bz = ара: + cx = bibx + ay = c REM 
Ако) = р р + 


T+y i+: 
的 最 小 值 

另外 解法 可 参见 命题 者 解答 . 

注 :2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 加 试 第 二 大 题 等 价 问题 的 推广 , 见 《数学 通 
讯 》,2007 年 第 23 期 , 王 亚 辉 文 ; 一道 数 学 奥林匹克 试题 的 再 推广 ”， 

Ж а 为 正常 数 , 则 在 SABC 中 ,有 

соз“А 3 
> а + cos’ A > ys +1) 


Hp, > 2, € N. 
提示 
cos™A 
а + cosA а + cos р! 1 
一 
x co"A За + Y,cw4 33 3 


[3 


= a45 = xA = (1 7n) = (1 - 
25)54,4, = (1-х,)х,А(А 5 AABC 的 面积 ) , 且 有 Au = [яо + (172) * 
(1-)(1 24; TR 

Ai, رقفلا‎ ууш» 


25a, - Jai 
注 :参见 (中 学 数学 教学 )1995 年 第 6 Я AN: "RERNE 
pe 
78. 简 证 :(1) EMTS ДОС: "不等式 中 的 一 对 姊妹 花 " “数学 通 
讯 ",2007 年 第 5 期 àv 
(2) 可 将 条 件 a +b +c = 1 放宽 为 a +6+c <1. HF a,b,c CR ,Ha + 


4 te < 1, 因此,a,6,c 中 必 有 一 个 数 不 大 于 二 ,不 妨 设 0 < a < UM 
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1 (1+ ab + be) (1 + ae + be) _ 
N= (a *b)(a +e) 


(1 +be)* + a(1 + be) =a - 


а + bc 


1 
+а 


G 


1-а-а 


2 +с+7264 
а + bc 
(注意 到 8 +e = 1 - a) 又 因为 


о<а< 1, е (046) 
所 以 
aal -а-а 2-06 .2-а-0_ 
a ede «+ 
1-a-d  l-a-d bsc š 
€— 
bit 
{1 -а-а - (a +be)[a + (+J) > 
好 全 
(а + bc) [a + (2 °y2) 
qu i b 
2 teu (hte 
endi ti 2429-8)? - C2 9] > 
رچ‎ 
1.2 2,1 1 
(a «bea + ČHS) CEN uS уа 
b- 
Wr чар 
ipis p m 
ma ghat 1 +( <2 0056. а-а 
CaN 


又 由 4 «16 pues 


been, 1-а-а - 
же) esa tate 
a*(757) 
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—À 


所 以 


m 


с+а 


суо 22+ (129 


于 是 ,要 证 原 命题 成 立 ,只 需 证 ,在 0 < a < 十条 件 下 ,有 


(5-а), 1 05-2) (1 Е 
Iara Get P443 а) = 
5 -a')'(1*a-à п. 
TET TE " (6) 
即 证 
54(5 -a')2(1 +a - a^) -1331(1 +a)2(1 - a) 20 (ж) 
因为 


54(5 - à) (1 +a - a^) -1331(1 +а) (1-а) = 
(За - 1) (- 6a* + 2a" + 68а? + 133а +19) > 
0 
(注意 到 - 6a“ + 19 > 0) UROK) 成 立 . 从 而 原 命题 获 证 . 
注 :以 上 (2) 笔者 的 证 明 魏 烈 业 老 师 将 其 写 人 了 他 的 文章 “不 等 式 中 的 一 
对 姊妹 花 ", 见 《数学 通讯 》,2007 年 第 5 期 . 
79. 简 证 
HR 2 Sa‘ ук-9ўа+9>0 ® 


HY, be > Babe ууа = 3 У а 知 ,要 证 式 D, ARIE 
23a: 35a -9 Fa +9 >06 
Ea -3):02, Sa +3) 20 


80. Ж: (应 用 局 部 调整 法 ) 由 于 不 等 式 是 齐 次 对 称 的 , 设 = x, > > 
ж. > 0H Ys, = 1 这 时 只 须 讨论 
Кшз) = sao +90) 


sx, 中 最 后 一 个 非 零 数 为 si (k = 2) MER = (x m mas 
0,，…0) 调整 为 了 = (onn 2,650,770) ,相应 的 函数 值 


5-9-4) = 


F(z') - F(x) = xua[3(%, + a) 


3éjyal36 +a) (1 73 7x4) b al = 
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seal (ж + ma [3 c4, +) 204 
因为 Тека tna > pta) +a аа 


所 以 ج‎ < < + 
因此 F(x’) - F(x) »0 
这 表明 ,将 调整 为 zx 时 ,函数 值 下 严格 增加 . 于 是 对 于 任意 x = (x, x.) ,经 
过 若干 次 调整 后 可 得 
F(x) < F(a,b,0,,0) = ab(a +) = 


Tab) - 24) <+ = 
кра, 40) 
可 见 所 求 之 常数 т 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 两 个 xx 相等 (可 以 为 0) ， 


而 其 余 的 n -2 个 均等 于 0. 
81. fü: 由 于 


2T ab Мас = 2/ Y, - ab /ў,а' ас = 
Уа + + (а). Xd + + (а-о) > 
X4 ++ (a -b)(a =e) = 
l+be+(a-b)(a - с) 


类 似 还 有 二 式 ,因此 
(Ме + V T7 ca + V1 ав)? = 
3- Ebc+25, i-e JI - ab > 
3- Уь+з+ Xi « (а-&)(а-с) = 
7-Xb 
82. 简 证 
[xyz - П-у 421 -2(y -2!G-3?(-? = 
[Xs 73-02) -260-2'G-3*(x-! = 
[XsG-36-0Y -2(-2G-2G-2: X»no-2- 
XisG-2G-120 
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83. 简 证 
(D 因为 (Xs) = Ja. La- Eeeh- e) 
所 以 
(Xo -Za Yi = Уа. (Уа Хв) - Уво - с) = 


FEL -0) на] 20 


(2) 因为 (Уау Уа. Za- Eee- 
所 以 
У) Уе (Уау = Уо уе (Уа) - 
9F (bh =e)? = 
ELE а) - (a 446 +4) -98 (5 -с)#> 
ELA + )(b +e) -9Pe]( - с)? =0 
84. RIJE: (Dr. Titu Andreescu USA 提供 ) dig +e = s,be = p, 则 
3(B - be e PY! - Qe +e) = 
3(# -3p)! - (s - бир «9p p) = 
(# - 4p) (25 - 5p) > 0 
于 是 有 
ЗП -be +e) > [TOt «Pe ec = 
[ (ab? + bf + af) e PP + 08) (af + + a3) ]} > 
Уво 
( 据 赫 尔 德 不 等 式 ). 
85. 简 证 一 :因为 
(о? ~ abed + Ф) - (a? -ab +0) (2 -ed + d*) = 
(ad + bc) (a - b) (c - d) 
所 以 
ШЖ e (a -ab + P) (è - ed +d) > 
2(ad + bc) (a -b)(e - d) 
Ща, 中 有 一 个 为 0 时 , 易 证 上 式 成 立 . 所 以 不 妨 设 a *0,с #*0, 这 时 两 边 
同时 除 以 e ,并 作 代 换 = = Dy ld 


G-sDG =y +1) 22(6*5)G6-1G-De 
G^ - 3y 43)? - (37 - 5y 43) 439 -y +120 
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上 式 左边 看 做 * 的 二 次 多 项 式 , 则 
A = (3 - 5у +3)? - 4( -3y+3)(37 -37+1) = 
- “ر3‎ (18) -337 +18y -3 = 
-3(7 -3y +1) «0 
所 以 (P - 3y +3)з° - (3 - 5y 43)x 43 -3y «120 


2, ےو‎ 3 -5у+3 Š 
原 式 获 证 , 由 上 证 明知 , 当 且 仅 当 37 -3y+1 =0,х EIET Ea 


BtB و وگ2 ۔‎ „335 ш „3 5 pagg. 


简 证 二 
原 式 左边 - 右边 = ас + Ф +ЗаФ +302 - ЗаЬг - 
3a'bc — 3b'ed - 3abd + Sabcd = 


(ac -Žad + bd - к) + (aa - be)" >0 


故 原 式 成 立 . 当 且 仅 当 2(ac + bd) = 3(ad + be) = 6ad 时 取 等 号 ,或 取 等 号 条 
件 同 简 证 一 所 述 . 
86. 简 证 一 : (Daniel Campos Salas Costa Rica 提供 ) 
{з = a +b+c+d, 由 柯 西 不 等 式 ,我 人 有 
4 = (Aa +++) >: Ф 
BA a,b,c,d 为 非 负数 ,所 以 
s> уа +b +e «d =2 Ф 
运用 AM - CM 不 等 式 ,有 


(4 - ab - be - ed - da) = 14 - (a +e)( +4)] > /(4 - 2) 
又 
Ga - f - (E +1)(4 =8) n -Basra а 
Ep 2 + (4 +22) - 82) = 
Жа -)G -3⁄) @ 
thx DR @®( И! Ms >V 时, 原 不 等 式 成 立 ;下 面 证 明 当 * < 2 万 时 ， 
原 不 等 式 也 成 立 . 


因为 
2 (4 — ab — ba — cd - da) > /2 (á — ab - bc — cd - da — ac - bd) = 
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Za.) 
所 以 
(2 4) = 


21 f + (2 +в + (4-4) = 
Za - DG -2 +22) @ 


由 式 @ 和 图 知 ,这 个 不 等 式 对 * < 2⁄2 成 立 , 原 命题 获 证 . 
简 证 二 : (Vardan Verdiyan, Yereran Armenia 提供 ) 原 不 等 式 又 可 写成 
[4 - (a +e)(b + d)] > (2 +1)[4- (a +b) - (с+4)1)6 
(G+1)(a+b+e+d)> 
(а +e)( +d) +4 
баз =а+с,у = 5 +d, 由 题 设 条 件 知 
ی < مرم ت‎ +Ё ков = hela +y)? < 4 + 
所 以 x+y>2 
重 写 原 不 等 式 ,得 到 
СЁ +1) (x +y) > xy +4» 
(2 +) (х +y) > 22у +426 
4 + (2 + 2)(z +y) -42 24 +2зу 
所 以 只 需 证 4 + (2 + /2)(z + y) - 4/2 > (z + y)? FT. 
记 R = x + у, ШЕ 
R - (2 + /2)R +4(/2 -1) s 0@ 


2442-42-05 SRS 
2 

2+0 + 22-122 5 
2 


从 而 知 当 x + y < 2⁄2 时 ,我 们 欲 证 的 不 等 式 成 立 . 
假设 x +y > 2/2, 因 为 
4 = a +b + + > (a +c)(b +d) = zy 
所 以 ху «4 
因为 x+y>2/xy 
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所 以 只 需 证 
(2 + 2) - 2/zy > 2ху +А/2еззу - (2 +2) Jay «22 <0 
ap = 200-06-40 < ay 20 + /6-А - 3 时 上 式 成 立 


E зу < 42 Bt, RU 
(2 +2) (х +y) > 4 +4/ > 2ay + 42 
综 上 ,所 要 证 的 不 等 式 获 证 . 
87. 简 证 : 记 s = Las = Y beys, = abc, 则 原 不 等 式 等 价 于 
sid 25s — 48) -3555 20 Ф 
因为 
sis + 18555 -4 - 455 - 27 = [(a -b)(b - c)(e -a)]? >0 
( 见 第 九 章 "《ALGEBRAIC INEQUALITIES) ўй 3" Chapter! 中 题 40 证 明 的 式 
@) 所 以 
ROEM > - 183,83, + 4} + 4903, +270 + 
25s, - 43 = 3555, = 
655, – 21815,8; +2782 = 
6s] = Ass, +95) 3555 795) 2 
0 
(si = 4s, + 95, > 0, 可 参见 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14). 
88. 简 证 : 记 
s =a+b+e+d 
з, = ab + ac + ad + bc + bd + ed 
зу = bed + acd + abd + abe 
s, = abed 
则 原 式 即 要 证 明 
si 32s, 2 35]. ° 
XR D пине 
sj = 3315, +325, = (sf - 485, +9ss, — 168.) + 
(sis, = 4d +3s5) +408 -355 4125) = 
0 
(参见 《中 学 数学 》( 安 徽 ) ,2007 年 第 2 期 , 杨 学 梳 文 :“ 从 一 道 不 等 式 谈 起 ”). 
89. ШШЕ 
Bike Y +b) +e) +a) «3TIO «226 
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12 -8 У bc +3( Y, bc)? - 18abc + 3(abc)! 20 Ф 
dis = Ya, = Ebes = ас, EER Y a = 3, 将 式 @ 齐 次 化 ,得 到 


n. X аувзу (ув - 
всу + abc + 3(аЬс)? > 06 


dsi - 2465, + Bs} ~ 1626s, +729 > 0 
因此 ,要 证 原 式 成 立 ,只 需 证 式 @ 成 立 , 为 此 , 令 式 加 中 = 1, 得 到 
4 - 24s, +814] - 162 +7298 > 0 
由 此 可 知 ,又 只 需 证 式 图 成 立 ,其 中 % = Ya =1. 


So = зуу, = ossium 

1 - За? + 20) 
== 
СЛИКЕ ар" AMR HE2 NH3) 因此 ， 
ж 


š 2 2 
Фа >4-м.15® +1. my - 162 . 2وا‎ + 


5 


jas 
тө. der +207), „ 


4o (2 - 20 + За? - За? +@*) = 
4w ((1-09) *1-o(1-9)!] 20 
(注意 到 0 < o 1) 式 @ 成 立 , 从 而 式 Q) 成 立 , 原 式 获 证 . 
注 :(1) 由 原 式 可 得 到 :车 a,b,c ER-, 且 ea+5+e=3, 则 
IO +) > JJO +a) 
HANM a = b = c = 1 时 取 等 号 
(2) 狂想 有 : 设 o ER ,i = 1,2, n mn 为 正 整数 , 且 a +a, + … + 
a, zn, Rl 


Да +a?) > Цо sam) 


MBüMa =a = = 1 时 取 等 号 . 
(3) 进一步 狂想 有 : 设 a € RC = 12, mn NES, B Y о, eu 


n 
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lex арр 1580 
flea leap 


MARM a, = ay = … = a, = 1 时 取 等 号 
(4) Ro, CRC B Ya, = nmn WEB, B m n 


die 


HEN a = = … = em 
90. 简 证 : 记 : = 73 , 则 原 式 等 价 于 
252: +47 dC idum 
1+4s -2p + p^ les 


2s -39 - ñ +p - P + 3р -sp - йр + р > без 
(è -p)[2s(s -1) + (p -1)(s +1)] <0 
Hs < 1, < 1 知 上 式 成 立 , 原 式 成 立 . 
注 :(1) 由 原 不 等 式 可 得 到 


a+b 
1+a)(1 +b <i و1‎ p 
(1 +а?) (1 +b) a tb: 
(b 
(2) Mita, ER = 1,2,--,,,Н@#@*—"*® ss <1, 则 


rl 
Паана" 
HARM a, = = … = о, 时 取 等 号 

91. 简 证 一 :由 abe = 1, 可 设 ab < 1, 将 。= E 代入 原 式 并 整理 得 


(ab)'(a + b)? + 18ab(1 - ab) (a + b) + I6(ab)! - 3(а5)? – 18ab +1 > 0 
Ф 


因此 ,要 证 原 式 成 立 ,只 需 证 式 O 成 立 . 
因为 а <1 
所 以 
(аЬ)? (а +b)? + I8ab(1 - ab)(a +b) > 4(ab)  36ab(1 - ab) Vab 
Ex = ab < 1, 于 是 ,要 证 式 O, RRE 
4x «362 (1 - °) + 164% - 3° - 182 +120 


Primary Inequality Proof 
2048 - 364° - 3i + 362 - 18 +1 > 065 
(x - D*Qx - D'(52 «6x +1) 20 
此 式 显然 成 立 , 故 式 OD 成 立 , 原 命题 获 证 . 由 证 明 中 易 知 取 等 号 条 件 . 


p , 则 原 式 等 价 于 
Xs ر )18 < رامد‎ - у уг) Ф 

Ba = Days = Ers = zyz, 这 时 , 式 @ 又 可 化 为 
sf - баз, = 1259s, 955 - 12555, + 165 20 Qo 


因此 ,要 证 式 O sr, АНЕ @ 成 立 .为 此 , 令 # = Yz = 1, 则 式 四 即 为 
1-65 +98 +1633 - (12 +12), 20 


Bo = -3XxHYx محا‎ < o <1, 则 有 


1-39? £20? 
* 


^ 
(参见 第 四 章 “ 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 " 最 后 附录 中 定理 2 的 推论 3) 因此 ， 
又 只 需 证 


1-6.1 


i +905 ^y + 16(1 s> - (12+121 5%) . 
1-30 +20 0 
经 整理 , 即 得 到 
س‎ )4 - 3ш + 63а? + Ва? - 16w) > бе» 
oz(4 -o!)(1-49)! 20 
HR @ 成 立 ,从 而 式 Ф AX. 


92. 简 证 :由 齐 次 性 ,可 设 = + у + = 1 ,着 x,y,z 均 不 大 于 二 BE 
Уон) = Erd- < $F -x)= 


1 1 
210059 
但 由 = +y ese 1 知 ,此 时 等 叶 不 能 取 到 . 
落 xy,z 中 至 少 有 一 个 不 小 于 到 ,如 x* > ÛY 
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У (у +2) = (ужа) жуа (у +z)’ 3» 2] + z(y +2°) = 
а*(1- ж) +yz[(1 223)! -3z(1 -3)] + 
x[(1 - x)“ -4yz(1 23)! +2(92)2] = 
x (1-72) +x(1 73)! - LG - Sx) (yz)? - 
(1 - z)*(1 -5в)у:] 
DII 
(3 -5з)(у:)* - (1 -2*(1 752): 20 Ф 
SL ese 053-5 2031-5: <0, URORT <x<1 时 ， 


因为 ر‎ > 15! C15 3-5 >0 
所 以 @ -5)у < (3 - Se) 55 > (1 - 3*0 = 52) 
即 (3 - 5ж)уг - (1- 3) (1-53) 20 


RORE 故 x,y,z 中 至 少 有 一 个 不 小 于 十 时 ,有 
XsG-2s30-2) *x0-2* =x(1-xz)[1-3x(1-z)] = 


$osa-s0-30-918 


由 上 证 明 易 知 , 当 且 仅 当 = = + ы -1-6, optics. 


RL, ARIE MEAN x = y = z = 0 或 z,y,z 中 有 一 个 为 零 ,另外 两 个 
1,4551 $56 
分 别 等 于 3 +, g 时 取 等 号 
93. 简 证 一 : ( Daniel Campos Salas Casta Rica 提供 ) 
由 柯 西 不 等 式 ,有 


Ou < ХУ узы 


因此 ， AREN 
Lg Sage ge < a аве 
不 失 一 般 性 ,假设 a > b > c, 有 
ele - a)(e -b 
Федар 20 
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ala - b)(a - c 4 55 - c b-a 
а? + 2bc b + 2са 
c(a - b)'[3ab + 2а(а - с) + 2b(b - с 
0 
(d + 2c) (P +2са) ia 


因此 
piste ais y desidia 
故 原 式 成 立 . 
ЙЕЛ: (Pham Hun Duc Australia 提供 ) 
由 于 不 等 式 关于 a,b, 对 称 ,不 失 一 般 性 ,可 假设 a > b > , 则 
(a -e)(b -e) 20 


А Š 
AR т етта ттр] 
下 面 不 难 证 明 


a b a+b 
Уты Eras Jabi beroa 
此 不 等 式 等 价 于 
a( sa! *2bc - Маб «bc + ea) > b( ab + be + ea — МУ +2са) @ 
zz Navi 
容易 证 明 对 于 a > b > c, 有 
Va vs - (The Te mo 
Ета - Vi edes > 0 
a b 
Ve vA WW rius 


另外 有 
Mal Alc - ab «beca > Jab +he +a - Ji trao ® 
Ма +2&с + lea > 2/ab + bc + ca 
上 式 两 边 平方 得 
a! +b? + 2/ (a + 2bc) (b: + 2ca) > 4ab + 2bc + 2ca 
因为 o + P > 2a6, 从 而 要 证 式 图 成 立 , 则 只 需 证 
Ма + 2bc) (P. + са) > ab + be + ca 


上 式 等 价 于 
(20° +21 + 2abe - ae ~ Pe -20b -2a1) = с(2а «2b - c)(a - b)! 20 
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HX O AIL, FERA O 与 OHR HR CD 成 立 ,从 而 原 不 等 式 成 立 . 
94. 简 证 一 : 由 柯 西 不 等 式 得 


= + 了 -一 
4 zi 


Qu 7 t yz +) > 


=й — 
y ت‎ ® 
又 因为 
CAU Zu apes e SA+T+zYS+T) > 


(x*y*2) =1 Qo 
Gy +y EFT ez EFT)? = 
Us Мож + Wy ° Vy 1) +: + DD < 
(x+y +e)[x(y +1) ey(z +1) +(x +1)] = 


£ = 1+ )+ و + )ا > 1+ + + ر 
所 以‏ 
free VET +a eT < Ê [o]‏ 
HX ®, 18‏ 
x Y z 45‏ 
rT 2 Е‏ 
Hist D, f‏ 
z. yat a a‏ 
V +y rT +a” (зу жуп +)‏ 
MEZ: 由 柯 西 不 等 式 得‏ 
Guten‏ 
Ф‏ رو لے 


CE Мт Vel 
由 权 方 和 不 等 式 和 常用 不 等 式 sy + yz + ze < EHLE qy 
三 一 + 一 二 + 一 二 一 = Е m * ^ 
+l Vitl HT Vaya Jamiy Jar: 


(++ 
Vay tya FR +к+у+: 
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Ks «y +), | 
3 
5 
2 o 
mx OO 
Ec mE E ق و‎ 
PHY FH ETE CIETE] 
95. 简 证 


داو د 
同 理 还 有 两 式 ,将 三 式 两 边 分 别 相 加 即 得 .‏ 
简 证‏ .96 
У sin pi( - sin B, + sin B, + sing,) =‏ 
Y, sin Bain cos Din Ф =‏ 4 
ГА P yu‏ 


Acos eos соз 6 было, < 


tom sas [Суры Buen ries СУ ав Bun) = 
p сол N & 
deos eos Picos P. [LC y an 


үү 


m 


2(sin 


20 + Mn" * 
£ 


4 
ЖЕ: В.е € R,i 12, n n >3,B IB, = Ye = т, 
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Tsinp(-sinp, + sing, ++ + sin 8.) < n(n - 2)sin T 
Mn = 4 时 , 当 且 仅 当 
(= sin B, + sin B, + sin B, + sin B,)cos фу = 
(sin B, ~ sin B, + sin B, + sin В,) cos Ф, 
(sin B, + sin B, = sin B, + sin В,) соз o, = 
(sin B, + sin В, + sin B, — sin ,) соз фи 
时 取 等 号 ;其 余 情 况 , 当 且 仅 当 B， = o, = FCG = 1,2,…,n) 时 取 等 号 
97. 简 证 :对 于 非 负数 *,y,z,t, 我 们 先 考察 函数 
AND = Erd- у (+) O- 
aR(x-y»G-26G-2:YX(*0- 


À + Bt + с? 
a 
A= XX -X:-MG-0G-2G-2:Xs 
B =452 - Ys: Yos 3ye - 8B (a - у)(у -1)(2 -1) 
C652 - (Fx)? -35y 
易 证 


с=вўзг-(ўх)®-з3ў у: 50У - Ум) 20 
下 面 证 明 B > 0. 为 此 , 设 y > x > z, 则 
в=4У з? - Уух. У, yz - Зу -6/2(х -у)(у-)(:-х) = 
У, (к +2у +2) (5-2) > 
[x72 «2G -2)( - 2) + [(y - 2) +2062) 05-2) + 
[2(s -2) +2(у -2]( - 3 - 6/2(у - ж) (у = 2) (x = 2) = 
A(x 72) +4(у -3)! - (x y -2:2) (x - (y - z) - 
S2(y -x)(y = (x72) 

令 P =x -zx>0,9 7y-:20, > P, 于 是 只 要 证 上 式 不 小 于 零 ,事实 上 有 
A(x - 2)” «4(y - 3)! = (x +у-2:)(х-)(у-)- 
S2(y-3)0-2(0-2 = 
4p" +44 -palp + q) - 6ра(а - p) = 
[p +g -palp +9)] +3[р! + - 2⁄2pq(p - q) ] > 
3l? «d -Apala -p)] = 
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39 +2⁄2p'q - 202рф +p) > 
32/22 pe - рф «pl» 


0 
所 以 В>0 
因为 120 
所 以 fü) >A 


E+- [+ XG40-226-nG-26-2-* 
XEG*DeXS-wE:-12(-(0-2G-2:Ys Ф 
ВЕ, БЮ Ьа c, 且 令 x* =а-с20,у = -с20,: = 01 = 
c > 0, 则 由 式 CD 得 到 
У, а* - abe Xa - 22(a -b)(b -e)(e -a)(a +b +e) > 
(a-c)*(b-c)-22(b-a)(b-c)(a-c)(asb-2) © 
由 式 Q 知 ,要 证 原 式 成 立 , 只 需 证 式 O 右边 不 小 于 零 即 可 . 这 时 ,由 于 
(a -e)* + (b -e)* = [(b -e)* - (a - с)? 0? + 2(a - (o - e)? = 
(b - a)'(a +b - 2с)? «2(a - c) (b -c)) > 
2/2(b - a)(5 - с) (а - e)(a +b - 2e) 
因此 , 式 @ 右边 不 小 于 零 , 原 式 获 证 . 由 以 上 证 明 过 程 可 得 到 其 取 等 号 条 件 . 
98. 证 明 参 见 《中 学 数学 教学 》( 安徽 )2007 年 第 2 期 , 杨 学 枝 文 ; "从 一 道 
不 等 式 题 谈 起 ”. 
99. 证 明 参 见 杨 学 枝 文 :“ 从 一 道 不 等 式 谈 起 ”(《 中 学 数学 教学 )( 安 
徽 )2007 年 第 2 期 ). E 
REH nos ER B а] +] +з + < n - EREE: 
Q) $0 DD «(Dunn > Y san 
elen 
(2) п-1 +, за, P xy +а, + Fj 
(3) 1 + (n = Damn, = Y узел, 
HANH ЕЯ 中 有 一 个 为 0, 其 余 (n - 1) 个 都 等 于 1 时 ,以 上 三 式 均 到 
等 号 . 这 里 says, 表示 um nun, 中 每 (n - 1) 个 数 乘积 之 和 . 
100. 证 明 参 见 《 中 学 数学 教学 》( 安徽) ,2007 第 4 期 , 杨 学 枝 文 : "一 个 不 
等 式 链 及 其 证 明 ”. РЁ 
WE x,t, x, CRI Bp ed + +ай m n -1 证 明 或 否定 ， 
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a) io -1)(n-2) + (n - Dx, > Qm 
(2) п-1 +з, mx tx, + xg 
(3) 1 + (n - Dnm, > У nme 
НЩ х,а, 中 有 一 个 为 0, 其 余 n - 1 个 都 等 于 1 时 ,以 上 三 式 均 取 等 
号 . 这 里 ла, RR x a, o, 中 每 n -1 个 数 乘积 之 和 . 
101. 简 证 
Л) бай caa) ے‎ 


X (af 


这 里 约定 ou， = a. 
102. 简 证 : 去 证 局 部 不 等 式 


etc же za 
У griya 2 (be) 2bc + 1 - 4a'bc > бе» 


(1 - bc)? - 4a!be > 06 
(ab + ac)? - 4a'bc > 0eş 
(ab - ac)! >0 
__ 103. 简 证 :我 们 将 命题 进行 等 价 变换 , 令 * = 2а,у = 20,2 = 2c,4,b,c € 
RR- ,于 是 ,得 到 以 下 等 价 命题 : 
HB a,b,c ER , 且 满足 
2 了 ie - Уа = 4abe ° 
(1 -2a) (1 -25)(1-2e) <1 
— 上 式 结论 又 等 价 于 
Jas Ya Ф 
HHNH a,b HAF, Rabce Ф NE, ЛИЧАТ, Q IR 
等 号 . 
下 面 我 们 来 证 明 式 O, H LATA HERI RI a Lb e 不 可 能 都 大 于 1, 否则 由 已 
知 条 件 
2Y bc- Уа = 4abe 
得 到 
У, be > 4abe 


m xis. 
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Babe 都 大 于 1, 则 上 式 不 可 能 成 立 . 
# a,b,c 都 不 大 于 1, 则 易 证 有 
yas уа 
# a,b c 中 有 一 个 不 大 于 1, 另 有 一 个 不 小 于 1, 不 妨 设 6 > 1, < 1 WJ 
(1-00 -с) <0 
另外 ,将 已 知 条 件 DO 改写 成 
a? -2(b +e -2bc)a + + -2be = 0 ® 
这 时 , 式 @ 的 判别 式 
A = A(b +c - 2bc) - 4(P + e" - 2с) = 
4(1-8)(1-c) «0 
但 由 式 QD AIL, HA O RIL, TAA > 0, 因 此 
a -5)(1-c) =0 
Mb = 1 或 c =1, 或 = с = 1. 如 8 = 1, 则 由 式 四 得 oa+e = 1, 于 是 
Уа - Xa =1+ (a +e)? -2ac -1 - (a +e) = 
- 2a 50 
故 式 @ 成 立 . 同 理 可 证 = 1,45 = c = 1 时 式 @ 成 立 . 
由 以 上 证 明 中 不 难得 知 式 @ 的 取 等 号 条 件 . 
104， 简 证 一 : 原 式 等 价 于 
1 
Paris 


由 于 


因此 ,要 证 原 式 ,只 需 证 
gay 
LT? $x: v 
取 等 号 条 件 同 原 式 - 
为 证 式 四 , 先 证 
3)2 +?) > (кву) (и xy + ج( ر‎ o 
(x*y)(x- 20 
此 式 成 立 , 故 式 @ 成 立 . 
由 式 @ 得 到 
RET -2 
рунун) Ф 
вин Y х > 3./ху: = 3, 即 得 原 式 . 
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iata! +) I(E) > IGI S0 +ау e) ,可 知 还 
可 得 较 原 式 更 副 的 式 子 
ar > 
BB = y = :时 取 等 号 
fü. T EG +ay +) ° F 7 ;2 0X4). BRE 


x ve) 


>=+Y EST) 


证 
су) 
YQ унуну» 
Eer + X621 
Wa = Zes = Yz = zz, 则 上 式 又 等 价 于 
s$ - баз, +123 - 955, < 0e( - 35)! +3( 呈 -399) > 0 
105. 简 证 : 原 式 等 价 于 
XG-yy22YG -7) Ф 
MamzysiMP 
Xo -»)2G*y*2G-»G-2(-220 
因此 ,要 证 式 Q, RIEM x > y > z 时 式 O 成 立即 可 ,这 时 
XG-YyY-21X€XwG-y)-2G-yYyG-y4y-$)4 
(P - г)? -2xy( - y) -25s( - 2) +l - «y - P) = 
AG! у) + (@ у) - + - 2) - 
абай -y)(y-2) «3? -4)(«-у)] > 
AG -y) «6G 7) -2) аба -5)0-21 = 
2) -y)(3 -y «y - 2 -ay ex) = 
2( -y)(3 лужа) 20 
即 式 QD 成 立 ,从 而 原 式 获 证 . 
106. 简 证 一 :由 于 当 x* > y > z 时 ,有 
у + د بول + عر‎ (ху +y? +z) = 
(z+y+z)(z-y)(y-z)(z- z) > 
0 


因此 ,要 证 原 式 成 立 , 只 需 证 当 x > y > z > 0 时 , 原 式 成 立即 可 . 而 这 时 
عر + رتد‎ + х + )عر‎ +y +a) = у(х +2) - 
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Pri Inequali 
2 (28у - аш + уз) ~ (29 - ay - y) S 
sary emp ЕЕ < 
27) I. 


Ze +у+4)* 


简 证 二 :由 简 证 一 知 ,只 要 证 当 x > y > z 时 原 式 成 立即 可 , 易 证 有 
(Py + ys + Ёк + жуп) (ж +a) - [y + у: + Ёк + )یری‎ y 2] = 
пб? - 7) +) +y) > 
0 


因此 ,有 


ayla + +z) S (у yas + aya) (a + 2) S‏ + عر + ره 
x +)‏ 
(可 参见 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 ”中 例 5).‏ 
以 下 证 法 同 简 证 一 .‏ 
BO) 车 用 同上 简 证 二 的 方法 ,可 以 证 明‏ 


абу + y's + x + ayz(x +y 62) LI Ds 
HANM z = 0,y = 4z; 或 y = 0,z = 4x; 或 z = 0,x = Ay 时 取 等 号 . 
同样 只 需 证 x > y > z > 0 时 原 式 成 立即 可 . 这 时 
ууз ъа کو‎ ку 2) = (dy eae da ay) s 2) 
-ala (2y +:) «(7 «ya 22) +ау + y? -у'] < 
-alayla - у) +у( -y)) < 
0 
因此 


6 +y +° 


aty жу: + x + myz(x +y +a)? < (ay + ут да + xyz) (z ez) 
убх +2) = 


s+ 4 
20 OK 7 R 


256 د)۰‎ 
5 
(2) 本 题 来 源 于 《中 学 数学 》( 湖 北 )2008 年 第 2 W, REX: “— HFK 
征 答题 的 解答 加强 及 猜想 ” 文 末 作 者 提出 了 如 下 猜想 : 
(1) Bx um uns EER, AWE x + x, +х, = 1,k > 2,k € ZU 
dis, iis, + ی‎ tt (itn e) < Ё 


ыт 
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(2) Bx ta, x, ВАЗ, AWE x + x +… +x, = ln 23€ 
Z,k >n-1, 则 

die, + aba жайы t eme n e n) & 

M 

D" 

我 们 这 里 证 明了 上 = 4,n = 3 时 的 情况 - 

107. 简 证 : x --asbsc,ysa-bse,zsasb-c Wiki z > 
POIL Pag Rd d < 0, +0 > 2 REA TE 
非 锐角 ДАВС rp ELEC a, bue R| 

vua l9 Moya. yl 
УУ а > IC. E XS X2 
在 上 式 中 作 置 换 a 一 a, +b, 一 c, 则 又 等 价 于 在 任意 AABC 中 ,有 
QLw- Ya) (X Д) >9 


Жо a,b,c 为 AABC 三 边 长 . 此 不 等 式 证 明 可 应 用 第 七 章 * 其 他 不 等 式 证 明 例 
+” 例 19 中 的 式 (21). 


108. Wiz, 记 M = OED (ee Cod + BD , 刚 易 证 有 
al 


Я 3 Cr bed + aed + abd + abe) _ 
(-a +b + ed)? + а 

2 , (hed = acd + abd + abe)? _ 
(a-bsesd? + p = 
(a +8 - + 4). + (ed EE 


abed 

_ q)? , (bed + acd + abd + abe)? _ 
(a+b +с- 4) + = ` 
м 


于 是 得 到 
[z(-a+b+e+d) +y(a-b+e+d)] < 
[z(-a+b+c+d) +y(a -b +e +d)]? + 
(a. bed + aed + abd + abe _ „bed = aed + abd +abc)i - 

/abed Vabcd 
M(x + у?) +2xy[(-a +b +c +d)(a -b +e +d) 
(= bed + acd + abd + abe) (bed = acd + abd + abc) | - 

abed 
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Primary Inequality Proof 
мч y) ete (e td)? ~ (a = 6)? - (Ke + (ей (e = D 


m 
x(-a*b*c*d) +у(а-Ь+с+й e 
ау 


РА gar +2[(e +d)? - (a - 6)? - GIG + 2^ - (йа -0 0 


同 理 有 
z(a*b-c*d) +w(a +b +- d. š 


ЕЛ 
м ie 22 (a +b)? - (e - d)? - (9068 +b) (айе = @ 
注意 到 式 O @ 右边 式 子 第 二 项 两 式 之 和 为 零 ,因此 由 式 O + @ 得 到 
[s(-a +b +e +d) «y(a-bscsd)), 
xy 


[xa +b =e +d) + w(a +b +e = d)]* < 
m 
м +y f 
ху 
‚(ж yw) (xw + yz) 
м Eum ® 


由 式 @, 应 用 柯 西 不 等 式 得 到 
[x(-a+b+e+d) +y(a -b +e +d) + 
s(a +b -c +d) +w(a +b +с- 0) ) < 
ПС-а +b +e +d) +y(a=b +e + d)]® , 
xy 


2 

[xta +b -e +d) +uw(a +b +e = d)]*| (ay + zı) < 
ЕЛ 

м? Gao so) (а: + yu) (xw +yz) 


хул 
上 式 两 边 开 方 即 得 原 式 . 由 证 明 过 程 不 难得 到 取 等 号 条 件 . 

Hd. 本 题 是 由 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 3 演变 而 来 的 

2. 若 在 式 (9) 中 应 用 正弦 定理 ,可 得 到 以 下 命题 . 

命题 1; 圆 内 接 凸 四 边 形 ABCD 边 长 为 as,b,c,d, 圆 半径 为 R,x,y,z,w € 
R*, 则 


xy + RO) (xz + жю + 


xa + yb + ze + wd < 2R ` 


当 且 仅 当 
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КЫ ЫА, 
时 取 等 号 . 

若 注 意 到 圆 内 接 四 边 形 中 , 圆 半径 公式 

R= (ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) s 
(Casbsced)(a-bcsd)(a*b-csd)(asbsc-d) 
4A 

4 为 图 内 接 四 边 形 面积 ,又 可 得 到 下 面 命题 . 

命题 2: 凸 四 边 形 4BCD 边 长 为 e,b,c,d, 内 接 于 圆 半径 为 尺 的 圆 , 另 凸 四 边 
Æ A'B'C'D' 边 长 为 a',b',c',d', 内 接 于 半径 为 R' 的 圆 , 则 


d 
О = e) Gp 


Xa(-a*bscsd) &8R'R 


HAK 


(-a+b+e+d) ° 


时 取 等 号 . 
109. 简 证 :为 证 明 方便 , 作 如 下 变换 : 设 * = 2а,у = 25,z = 2c, 这 时 原 命题 
айт: »i 
设 a,b,c ER, AME a +b +e =1, 则 
Y 9-96 >7 Ф 
HERM a = b = с = 二, 或 ,be 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 都 等 于 二 时 取 等 
号 . 
下 面 我 们 来 证 明 式 Ф), р 
Фе ( v9 - 32be + V9 -32ac)' > (7 - /9 - 324b) es 
М9 = 32be - /9 - Зас «1/9 - 32b > 
20 + 16bc + 16ac - 16ab 
将 上 式 两 边 再 次 平方 整理 ,得 到 
1/129 -2 592 Y, bc + 9 216abc ~ 32 768 (abc)! > 
- 61 + 128( Y, be)? ~ 512abc + 464 У, be 
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Es = Xa =1 = Ybe,s = abe, 则 上 式 可 写 为 
74/729 - 2 5925, + 9 2165, - 32 768 > 
- 61 + 1285] ~ 5123, + 4645, Qo 
因此 ,要 证 式 四 ,只 要 证 式 @ 成 立 . 
由 于 中 -4no +93, 20 
(参见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ”中 例 14) 因此 得 到 


1 95 
5 *—— 


因此 ,要 证 式 @, 又 只 要 证 


7 729 -2592 .! EET +9 216, - 32 7685 > 


ҮСТЕ nem, 


)! - 5123, + 464 + 


7/81 + 3384s, - 32 7685 > 
63 + 676, + 648 
将 上 式 两 边 平方 并 整理 ,得 到 
з,(1 260 - 33 504s, - 13 6893 - 6 5613) > 06 
s (1 -27s,) (1 260 +516, + 243) > 0 
此 式 显然 成 立 ,因此 式 @ 成 立 ,从 而 式 四 获 证 ,由 以 上 证 明 易 得 到 取 等 号 条 件 . 
110. 简 证 : 原 式 等 价 于 


b 2 Abc. bsc 
"КҮЗҮ? (атт о)(а +5 - o a SS 
(b - c)*. Abc bsc 
B CET эр, 0 Ак 


ас NE 
(a-bse)(atb-c) ^ a 
b -cy(( + e)? -aè 
а [a - (b - с)?) 
Hb = c 时 ,上 式 取 等 号 ; 当 5 w c 时 ,只 要 证 
2a" Ља? = (b - c)] + а(Ь +e)[a* - (b -c)) > bel (b +e)? - а?) 
° 


由 于 ZA > T.M at > P + -be, 即 有 


aè - (b = €)? >be 
因此 ,要 证 式 O, RAE 


2a'bc + abc(b + c) = be[ (b + с)? - à] 
即 
(а+Ь+с)(2а-Ь-с) +a >0 Ф 
XH a > P ec -beH 
Да > AU +40 ~ 4с > (bec) 
2a-b-cz0 
xax, 从 而 式 QD 成 立 , 原 命题 获 证 . 
注 :笔者 于 1990 年 1 月 14 日 撰写 了 《Janous - Gmeiner 不 等 式 的 初等 证 
明 》, 此 后 在 《中 等 数学 》( 天 津 )1992 年 第 1 期 上 刊 出 ,后 又 被 收入 上 海 教育 出 
版 社 出 版 的 《初等 数学 论 从 》 一 书 ,本 题 是 该 文中 的 一 个 引 理 ,该 题 曾 被 选 作 我 
国 第 五 届 数 学 奥林匹克 国家 集训 队 选 拔 测 试题 题 五 
111. 简 证 一 : h abe = 1, 不 妨 设 a > 1, 且 有 
у c +2 Fa’ Xic-21 Xa = 


заь +c)? + )2 + 15а -21 + 290 +e) -21a +2 + 15 Ф 
今 证 

2a(b + с)? + (2a? + 15а - 21 ++) -2a +2+ 5> 

Babe + (2а? + 15a - 21 +2) 2/6 - а +2 + es 


[2a(b +e) +4a Vic + 24 + 15а -21 + 2166-40)" »0 @ 
由 于 
2a(b +c) *4a Vbe + 2а? + 15а - 21 x 
Ss +2 +15a + 2 -21> 


25-21>0 
故 式 @@ 成 立 ,因此 ,由 式 D 知 ,要 证 原 式 成 立 ,只 要 证 


Sabe + (2а? + ISa - 21 + È) «2/6 -21a +2+ = 
2 24:25 15 
(2a T 2la + T +10 20 [9] 
Pa = x = 1, 则 式 O 等 价 于 


4x - 21 +30x + 10 - 42 + 15% +4 20 
即 (ж -1)%(4х* 2138 + 235 +4) 20. 
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кай 


因此 ,要 证 式 @ 成 立 ,又 只 要 证 
4х* -13 + 23x +4 20 Ф 
даќ - 13а? + 23а +4 = 40 (x - 2)! + х(3а° - 162 + 23) > 0 
故 式 ® 成立, 从 而 式 @ 成 立 . 原 式 获 证 . 
简 证 二 : 由 (也 je) -4ale. Y, a Y, be «9(abc)! = 0( 见 第 一 章 “ 等 价 
变换 法 证 明 不 等 式 " 例 14) ,abe = 1 得 到 
(X bo) - 4abc - ўа. Y, be + 9а)? 20 


(Xo? +9 
B < 4Y ie 
另 , 原 式 可 写 为 
15 21 
2 ° 
因此 ,只 需 证 
60 Y, be 21 


(Xie Ув 
si - 21s} + 605} + 18s, - 189 > 0 


(这 里 5 = Ук) 
(s -3)(23 - 154 + 15, +63) 20 ® 
因为 
2-320 
2d - 154 +15, +63 И 2s -$y ] = 
E 
去 [ -$y ] >0 


故 式 O 成 立 , 原 式 获 证 . 
注 :由 本 题 结论 及 第 一 章 “ 等 价 变 换 法 证 明 不 等 式 " 例 14 所 得 
(X9? -4Y,a* Y, bc + 9abe 20 
得 到 以 下 命题. 
M:i a,b,c E€ R', 且 aic = lids, = Уа, = Y bc M 
21s $49 


21s $49 


O iV 


HANM = b = с = 1 时 ,以 上 不 等 式 均 取 等 号 . 
上 面 不 等 式 常 可 用 来 证 明 三 元 正 数 之 积 为 1 时 的 革 些 齐 次 不 等 式 
112. 简 证 :分 两 种 情况 证 明 . 

(1) MXa» Zim, hF 


У, 30+4 = Y, Vala +) < 
/X«: Ў, Ga +4) = 
JE Ter < 
Туа 
FARS. 
(2) Ea < Ув, = Lasn = УБ, = abe = 1,8] 
Ik e» 2s + бйз, - 24d + 9s, +6 - 6 > 
Ж <s, ° Ge +O GU +4) (32 +4) = 
Жєє VI +4887 - 968, = 72s, +91 
BBAKIEXBU Y be = Zar, TË 
RODEN > 231 +65 – 2487 +155 -6 > 
s (2 +644 - 24s, + 13) 
ROH = Is As 74) +48 7725, +27 < 
因此 ,要 证 式 O, RAAE 
(283 +644 – 24s, +13) 2 7(48 + 165 – 72s, & 91) e. 
sf +6] – 225 - 595) + 15532 - 30s, - 117 = беэ 
(5 = 3)(s +98 + Ss - 445] +23, +39) 20 
由 s 23 BALESUR MORS Y а < Y, be 时 , 原 式 也 成 立 , 


综 上 , 原 命题 获 证 . 
113. 简 证 
з 
У [35 > У (а +»- 206) = 
2 - Yid 
1.1 
ath 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 288 


114. 简 证 : 记 
A = be +4a(b + с) „В = са +4b(c + a),C = ab &4c(a +b) 
将 原 式 两 边 平方 ,并 整理 得 到 


1 VBC 81 
Ze: УЗУ У Grae > 4 
1 9 
aT IZ re4 
( 见 第 七 章 “ 其 他 不 等 式 证 明 例 子 ”中 例 19) 因此 ,只 需 证 
a VBC 
3I Fe 2D ere) +) ® 


另外 ,由 于 
(b +e)" [ca +4b(c + a) [ab +4с(а &£)] = 
[баё + 4ab? + Sabe) + (4Ўс 4b?) 
Га + 4ac + Sabe) + (4c + 40)] > 
[ V/(ac + 4a! + Sabc) (ab. + дас? + Sabe) + (40 + 4b?) ] > 
[ (2ab? + 2ас? + 6abc) + (40е + 4b) ]* 


2а + 2ac + Al/c + 4bc + 6abc 
因此 «ВС > 200 +240 + е + Abe + Sabe 


因此 


a , DU Y alb? +0) + 3abc] 
ARDEAL 77g, Gxa(Q5 ^ 


ЗУ а + 15 > a(b? + с) *45abc 
(b +e)(e +а)(а +b) 
Eo- Xa +) + 3abe 06 
(Xa) -4 Fa’ У bc + 9abe =0 
此 式 成 立 ( 见 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " 中 例 14). 故 式 @ 成 立 ,从 而 原 
命题 成 立 . 由 以 上 证 明 易 知 取 等 号 条 件 . 


注 : 本 题解 答 参考 了 Vasile Cirtoaje 主编 的 《Algebraic Inequalities. Old 
and New Methods》,P350 ~ 360. 


115. 简 证 : 记 
s = Уа, = beys, = ebe =1 
则 原 式 两 边 经 平方 并 整理 后 等 价 于 
À +29 744-320 
由 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14, 易 得 


因此 ,要 证 式 ,只 要 证 


3 
9 
й +2, -A 


3 > 0620 - 3 -9 20 


(5 -3)(25 +3) 20 
此 式 显然 成 立 , 故 式 CD 成 立 , 原 式 获 证 ,由 上 证 明 易 知 取 等 号 条 件 . 
116. 简 证 :在 AB,B,B, 中 , 令 

м 


in B, + sin B, + sin B, 


А, = sin B, = sin B, + sin B, 
Ау = sin B, + sin B, ~ sin B, 
经 和 差 化 积分 别 得 到 
À, = 4sin эч pr 
А, = sin Pin os 2 
-——— 
于 是 ,有 
sin > sin > + sin sin 
原 式 左 边 = 
原 式 右边 = (6 - 33) 
又 据 三 角 函 数 等 式 
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cos Bicos оа 2 = 不 
以 上 Rr, s 分别 表示 A B,B,B, 的 外 接 贺 半径 ,内 切 圆 半径, 半 周 长 ,将 其 代入 以 
上 两 式 , 即 得 
sin p + sin ain + sin Pin Ë > 16-38) + 

此 式 成 立 , 可 参见 (不等式 研究 》( 杨 学 枝 主编 ,西藏 人 民 出 版 社 2000 年 6 月 ) 一 
书 中 杨 学 枝 、 尹 华 妆 文 “我 国 研究 三 角形 中 半角 三 角 函 数 不 等 式 情况 综述 故 
原 式 成 立 . 原 式 对 于 退化 三 角形 (一 边 等 于 零 ,其 余 两 边 相等 或 两 边 和 等 于 第 
三 边 ) 也 成 立 . 

117. ШЕ: x =-atbtey=a-btes=atb-cstyt+s=a+ 


bee = 3, a,b,c € [0,3-1 ,同时 , 原 不 等 式 可 化 为 


2-а + [2-а + Ë -n>5 Ф 
因此 ,要 证 原 式 成 立 ,只 要 证 式 四 当 a,bc € (0,27 „На+Ь+с =3 时 成 


立即 可 . 
由 对 称 性 ,不 妨 设 c > 1,0 + c < 2, 此 时 ,我 们 先 证 明 


[2-а + [2-а < 8 -4 Qo 
由 于 


gi Hay -4(44 -47у = 
2-47 + m GE = 

1,1 4 72 72. 144 
TOt UG -mma Mec 


21072 - en (12 -47) - (H5 san 


-47)] = 


72(a - b) 


* 
ab(a +b) 72 72 144 
[Cs - 00g - + D 


[7200 - 0)? _47-72(а-%)°) 


Ta-b), "akasb)  abla+b) ч 
ab(a +b) 72 72 144 Š 
(B-m -a + 6 а) 
144 
70а -b)i PET Aa 


n 1 
ab(a +b) 72 75 144 
Мба DG m Gum 
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因此 ,只 要 证 


>0 ® 


1+ 
[P-n R- a ат) 


X1 -94 > 0, Ma +b < AO BARIH 


144 
2.5794 <O, 


B <arb <2 


这 时 , 式 O ERI, A @ 得 证 . 现在 剩 下 的 就 是 证 明 


2/29. a + [B-a >15 
a+b c 
144. 
ahi -a+ [2-а >15 @ 


47 = lle = 0 знат <c < 3,8815 5:67, 


2 -47 = feum EE -47 = 
[Tr 237 
Е 


代入 式 图 即 证 


上 式 两 边 平方 并 整理 ,得 到 
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f = 15 +612 +15: - 350 < 0 
m (0 -5)G*2)0-7) «0 
由 于 5 «i7, BU ERIS, HR @ esr DEGREE. 由 以 上 证 明 过 程 易 知 取 
等 号 条 件 . 


118. 简 证 :由 a =b =e = 1 知 ,a,6,e 中 必 有 一 个 不 小 于 二 ,不 妨 设 c> 1, 
Rb +e < Bein 
1 1 $ +b 
duct -tras Ф 
Фо 1-а 1-042 [$-t -o 215-106 
А 
peri E - < گج‎ -)+( 


因此 ,只 需 证 

We z (a +6) 

4 p 

a tem ae = (+ t or - 8° 

4(a-b)' _4(a-b)? 

ablatb) aþ (7 RO 
由 于 (a - b)? > 0, 因 此 ,又 只 需 证 

4 
аа + b) -4-120 2 

又 因为 ab > (44): 


因此 ,要 证 式 @, 只 需 证 
16 - 16(а + b)! - (a +b) 20 


Hb +e < MEERA. 
接 下 去 再 证 明 在 e > 十 时 ,有 


a 


o 


246,027 - nO BARLE) < < 


将 上 式 两 边 平方 ,并 整理 得 到 
AJ 6c(1 - &)(1 с)? 238 -29c+17c+1 
将 上 式 两 边 再 平方 ,并 整理 得 到 
9c* — 786 + 943c* — 980c + 231c +34c +1 <0 @ 


由 于 c-0.7 <c- (7 - 40) <0,c-0.3 >e- T> 0, 因 此 


KOEN = (3c - 1)! (e - 80 +780 -56c +1) = 
(зе - 1)! [e (e -0.7) -7.3c(e-0.3) +75. 810(с-0.7) - 
6.933(c - 0.3) - 1.0799] «0 
NK @ iar ROKE 
综 上 可 知 , 原 命题 成 立 ,并 易 知 其 取 等 号 条 件 . 
119. 简 证 : 由 对 称 性 ,可 设 a > b > c > 0, Jl 
у, 700 +80) 9- 


4b" +4c ~ be 
zit +e a +b + Ia’ +b +e) 
оу 9-2 DET -2 40 +4 bel ° 
2 i (eg) 
iex cies 2 ч 
(ь+су(ь-с' v (ак в) (Ье) _ 
> (e + a^) (a + ^) > (P + с) (407 +40 = be) ` 
G+ __ at + + a 
Уту ду тту (P кай + a bls) 
由 上 可 知 , 只 需 证 
(b + e)" TIT 
Xn тайга TF) CF удав adi >0 
即 证 
X [GQ жо) (0 +) (40 + 40 = be) - (@ + а?) (а? + 0) (а? +P +y) ‘ 
a 
a iir Ф 


ЯЖ, баё > c > 0, 易 得 到 
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(a - с)? > (b - cy 
Ad + 4a? -ca ^ АР +4c = be 

及 
(а + b) (à? + 02) (4a! + 4b? - ab) - (+ e) (с жа?) (a? «P +) 20 
(e + a) (è + a*) (40 +4a - са) - (à + B®) (® + e") (а +h +) 20 
因此 
式 @ 左 边 = [(c+a)?(e + а) (40 +4a - ca) - 

(a? + 6) (* + o) (a? +h + e) + 

(b e c)! (P + e) (А + 40 - be) - 

2 

) + اہ‎ ) Py Pa) ur» 

[(10а2с* + 14а?с? + 10а*с* + Tac  4a*) + 

(1086 + 140 + 10642 + Tbe + 40°) - 

Ua +0) -3(а* + ра - (а +). 

MOD >0 

4b +4c -be 
故 式 @ 成 立 , 原 命题 获 证 . 由 上 证 明 易 知 取 等 号 条 件 . 

注 : 本 题 中 不 等 式 较 第 九 章 “《ALGEBRAIC INEQUALITIES》 摘 
3€" Chapter 8 中 题 42 中 不 等 式 要 强 . 
120. ЙЕ: 记 四 面体 PA;4,4, A PA A. 4) A; PA, ,414,4sP 体积 分 别 为 v, 

92,5 n, , 则 易 证 有 


v, PA; + v, PA; + v, PA; + v, PA, = 0 Ф 
АР n z 
设 = ту PA, = - À PB, RAR OW) 
! 
- Av, PA, + v, PA; + s, РА, + s, PA, = 0 [^] 


由 于 Р,В, ‚А, ‚А, ‚А, 在 同一 球面 上 , 设 此 球 球 心 为 0, ,半径 为 ", 则 

— As,PB] + u,PA} + v,PA} + v, PAYA = 

- Av (PO + 0Bj)! +s, (P + ОА) +w (PÓ + ОА)? + (PO + 0422 = 
- As (ВФ + ОВ?) + v (PO! + 042) +s (PO + 042) +w (PO. + OAS) + 
2 PÛ - (- Av, OB, + v, OA; + v, ОА, +v, 042) = 

2(-А», +», + vy +s) PÛ +2 PÛ - (- Av, OB, +v, OA; +v, OA; + v, ОА,) = 
2 PÓ - [(— An + n +v, +) PÛ + ( Av, ОВ, + v, А, + v, OA, + v, 08) ] = 
2 Pd - (- Av, PB, + v, PA; + v, РА, + v, PAD 
注意 到 式 @, 即 得 


~ AviPB? + uPA} + u,PA} + v, PA = 0 
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因此 ,有 
А,Р _ uPA} + uPA} + РА 


PB, v,PBi 

即 
AP "РАТ [o] 
PB, uPA} + v,PA} + v, PAS 

与 式 图 类 似 还 有 
AP mp _ @ 
PB,  v,PA} +wPA + v. PAY 
AP _ s, PAS @ 
PB, ` uPA? + uPA} + uPA} 
АР _ s PA: @ 
РВ, © WP + v,PA + s, PAP 

tH @,@,@,@ 43 

APAP АР-АР _ s, PA ` РА 

PB, - PB, PB, ` PB, ` (ъ,РА% «PA +s PAR) (ЫРА +w, PAP + v, PAR) " 

РА} РА 


(uPAR + ‚РА + s, PAY) (v, РА? + „РАХ ТРЕ) < 

1 

81 
原 命题 获 证 . 由 以 上 最 后 一 式 可 知 , 当 且 仅 当 mwP4; = s,PA2 = s, PA) = s, PATRE 
原 式 取 等 号 . 

注 : 本 命题 中 结论 是 重庆 市 合川 太 和 中 学 沈 才 老师 提出 的 猜想 , 它 是 第 六 

章 “三 角 几 何不 等 式 " 例 2 中 式 (5) 向 空间 的 推广 形式 . 另外 由 以 上 证 明 中 易 
知 , 式 @ 可 以 向 n 维 空间 推广 ,因此 ,本 命题 中 结论 也 可 以 向 n 维 空间 推广 , 式 
图 是 一 个 很 好 的 等 式 ,应 用 式 @ 还 可 以 证 明 空间 几何 中 其 他 有 关 命 题 . 如 可 
得 等 式 


AB, А,В, * А,В, А,В, = 
PB, РВ, РВ РВ, 
AB, А,В, ` А,В, * А,В, 7 


以 及 不 等 式 
AP AP AP АР 4 
PB, * PB, * PB, * PB, ” З 
РВ, РВ, РВ, PB, , 1, 
АР * АР AP AP” 
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取 等 号 条 件 同 原 式 . 
121. 证 :(1) My m :时 
D-:(1-z) = (1-x-2! +(1-х)(«-у) +(у-:) 20 
即 有 
z(1 -xz) <D 
(2) My «s RE y +z <1, 则 
D-y(1-2) = (1-x-y) *(x-1)(1 -x-y) +у(:-у) 20 
即 有 
y(1-z) <D 
若 y +z > 1,MJ 
D-a(1-x) = (x+y -1)* + (2 -y)(« +y =1) +(1-х)(х-:) 20 
即 有 
z(1-x)<D 
综 上 可 知 , 原 命题 成 立 . 
T M 
IE 1:5 a, ,а,,а,,Ь,,Ь,,Ь, ЄВ", Ва +b, = a, +b, = a, +b, = 1,8] 
a,b: ab; asb, 中 必 有 一 个 其 值 不 大 于 aaa, + bibby. 
命题 2: 设 D,E,F 分 别 为 AABC 的 边 BC,CA,AB 上 的 点 , 则 AAFE, 
ABDF, ACED 的 面积 中 必 有 一 -个 不 大 于 ADEF 的 面积 
Ua-DR 


1 -ha 0 
AG = 32s) uA ^. #1 
п) 的 绝对 值 中 至 少 有 一 个 不 大 于 | 了 上 
122. 证 :因为 
а «28 43 = (а +b?) + (PË 1) +2 < 2 +2 +2 


所 以 
同 理 ,有 


nene: ЖИШШ E 
a +20 +3 2(1 ee bc) 
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1 a 
+2053 20 +a + ea) 
1 b 
ала +з (I Fb + ab) 
因此 ,要 证 原 式 ,只 需 证 


У тета <! Ф 
z z 
Фа = tes И 
ES 
x 
ROM = PrE TE У руту"! 


y y 
式 @ 成 立 , 原 式 获 证 , 当 = b = c = 1 时 , 原 式 取 等 号 . 

123. MNE: ( IJI zt 48,2008. 04. 19 提供 ) 如 图 1 所 示 , E ALB, AC, 8 
AABC 外 接 贺 半径 为 RR, 记 LP4C, 人 Ph4B, 人 PB4, 人 PBC, 人 PCB, 人 PCA 分 别 
Ж о, заз Bi B riva RI 

ВА, = BA, * cos LA,BC = 2Rsin a, * соза, 


DEDE 
AC = 2Rsin a, * cos as 

于 是 有 

ВА, _ cos asin a, 

АС 7 cos masin a 
类 似 方 法 得 到 
因此 得 到 
Sama _ 
Sane 


сов acos B, cos yi sin asin В,віп y, + cos аусов B,cos yasin a, sin B sin y, _ 
sin Asin Bsin С < 


соз a,cos B, cos ysin asin B sin y, + cos a,cos B,cos ysin sin B,sin ya _ 
sin Asin Bsin C 3 


(IEF sin a, sin B,sin y, = sin asin B;sin y;) 
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тош 2a, sin 28,sin 2y, + віп 2a;sin 2,sin 2у,) 
- — < 
sin Asin Bsin C 


见 第 六 章 " 三角 几 何不 等 式 " 例 24) 原 命题 获 证 , 当 点 p 为 ДАВС 内 心 时 取 等 


age 


124. ЇЕ: (1) Ma > bm c 时 ,有 
2(a-c) _ 2(a-b . 
20 -ca «2d 2a! - ab +20 
3ac - afl 3ab В 
proper (1752 ab +20 
> _ -—— ш, 
28 -ca +20 2d -ab+2 ` 
ба(а? - bc)(b - с) > 
(28 - са + 24") (2^ - ab +207) 
0 
(a - с)? (a-b)? 


Ы 38 -ca +2а# ” 2a? - ab +20 
同 理 可 得 


a- 


a -c) b-cy 


28 -са + 2a ” 2F -be +24 
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а? PE B а? 2a - b. 
Lira sy = үт з 


dy Оё-а)(а-5)' - 
ЗУ 2e ab +2 7 


) = 


е 
LEPOT aeui, 
3 -cati ' 2a- ab +20 
LEDPC- Q DG 
Jer ое роь 

3^ 22 - са +242 = be +20 

с 
aio pe Qb-a)(a-B*, 


3^ 38 -ab«2P * 2d -ab +20 


c 2 

ài Sede „0-90 -en 

3 -ю+зё + M be ta d 
шрот, 
2d! - ab + 2 


ТЕЕ 
2) - bc +20 l2 
0 
故 当 a > b > ec 时 , 原 式 成 立 . 
(2) 当 a zc >b,B2b > a 时 ,有 


2 
UM OMNE .l ee -by 
Eg 3X RO 


2d! - ab + 2° 
即 原 式 成 立 . 
(3) 当 a >c>b,B2b <ав, ж 
а 1. 8(a-2b) . 
还 -oj 入 -2 2(2a -ab +28) О 2 
p n3 £ _ b „2ё -Tbe + Sb? + 3M _ 
28 ~ be «28 з © 9Qj-b«20) — 
3b(2b - с)? «2(c - b) (26 - с)? + (e = b 
(2b - c)* agi err (c-b) >0 Ф 
г „4-4 „бе 一 19arc + ас +20 _ 
20 -ceo+2o 6 9 18(2c - ca +24?) 
ба(а - с)? +11с(а – c)? - 12d (a - с) +30 


18(28 = ca + 2a) 2 9 
ARO, O, O 即 知 原 式 成 立 . 


综 上 原 命题 获 证 
125. 简 证 :由 于 AP,80,CR 过 同一 点 0, SER Ceva) 定理 有 8 00. 
AR BP AR + 
Яв етн тарс = 2.00 Lag = Leys ER', 于 是 有 
x OA + y OÈ «20€ =0 
由 此 易 得 
(xy +) OB = x AB + 2 CH. Ф 
(z +y +z) OC = АС + y BC Ф 


另外 ,由 路 = 三 可 得 到 
y 
(y «2 OF = y08 , ; 06 @ 
将 DO 两 式 代 A 式 @, 并 整理 可 得 到 


2 xy AB + =: AC 
в уту 


于 是 ,有 z d = 
= |__xy AB + <: A ху! AB! + xsi ACI 
Wd ачув) 
tua _ _ 
(y+T(z+y+2) ` 
ха 
xy: 
同 理 可 得 


100! a ITI ' ORI ат 
(注意 到 ВС = a 为 最 大 边 ) 因此 , 便 得 到 


1 OPI +1 00۱ +1 ORI < وگ‎ t ۾‎ 
х+у+: х+у+: х+у+т 


注 : 1. 用 完全 类 似 方法 可 以 得 到 
1 OAI +1 OBI +1 ОСІ < 2а 
2. 用 完全 类 似 证 法 可 将 以 上 结论 向 " 维 空间 单 形 推广 : 设 0 为 n 维 空间 单 
ЖАА, А, 内 任意 一 点 ,直线 40(i = 1,2,…,n +1) 与 顶点 4 所 对 的 面 交 
TA BG = 1,2,…,n + 1) ,a 为 此 单 形 中 最 长 的 棱 长 , 则 


(1) È ова 


0) X 1 0A,1 < na. 
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Ж а >b > c, 显然 有 9(a +b) < 31 等 ,所 以 容易 证 明 
9а? + abe +9 - 31а <9? + abe +9 - 31b <90 + abe +9 - 310 
1 1 1 
paberi P cab tl © +abe +1 
因此 ,由 切 比 雪夫 ( Chebyshev) FERA 


зу, 90 tele +9 -3lo be +923105 Y (9a + 9abe «9 -31a) ` Y, гт 
于 是 只 要 证 明 
У, (9a? +9abe +9 -31a) =0 

它 等 价 于 

9 У, а + 27abe +27 -31( Xa) 20 
因为 a +b +c = 1, 所 以 只 要 证 明 

9 a + 27abe -4 >0 ® 

即 

эў аў, a + 27abe -4( Ya)! > бе» 

5( Xa) - 18 а У be + 27abc = 0 Qo 
由 于 


S[( Xa)" - 4X аў be + 9а) =0 
2( Za Y bc - 9abc) > 0 
将 以 上 两 式 相 加 即 得 式 @, 因 此 式 O 成 立 , 原 合 题 获 证 , 从 以 上 证 明 过 程 可 知 ， 
MAMI a = b = с = 二 时 原 式 取 等 号 


127. 简 证 : 当 0 < A < 时 ,笔者 证 明 孙 老师 的 猜想 成 立 , 为 此 , 先 证 以 下 
引 理 . 


HERES > Oi = 1,2,0, 20 Ys LN 


1 п+А 
LIA “A+ /i Anas == Ф 
式 @ 又 等 价 于 


x _Yn+A etti) Бос 
Arin 1+ itim 


жай» 
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1+ 


/Tr A 


У > 20 
/Tr Ax, (1 + VE + As) 
由 对 称 性 ,不 妨 设 x > x, > … > 和 ,于 是 有 


143-- As < 123-- IA >“ > 1 + - ERAS 


1 < 1 < 
Trin + ИГА) VI + Ax, (1 + /1 + Àm) 


1 
/T+ As (1 + 1 +z, ) 


根据 切 比 雪夫 不 等 式 ,有 
DE А AE) p'u = es 
Фай > YGber-410134) БЛП + ITE) 
因此 ,要 证 式 @ 只 要 证 
x hi- Arin) > 0 


VW «ni > Y Ji tin [o] 


即 


由 柯 西 不 等 式 ,有 
n‘ (1+۸) = (FX Atin) 
кену.» = 1. mist @. 
应 用 引 理 中 式 O 及 第 三 章 * 放 缩 法 证 明 不 等 式 " #112 证 二 中 的 不 等 式 
1 п? 
УА EUG. "RAT e 
其 中 必 > Oji = 12s = 10 < 和 <n 可 以 得 到 


1 п+А 1 
УМУ та У лаа < 


۸ 0m SQ 
dn n+ МАЖА 


کے کے 
dn Ym +۸‏ 
故 原 命题 在 0 < À < n 式 成 立 . 由 以 上 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 *, = x, = = x, =‏ 


303 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 


二 时 原 式 取 等 号 

REIHE > 时 不 成 立 如 取 ,A = 23, 一 1,a 50 HERPES 
式 左边 = 8 +1 > 98 - 右边 , 故 不 成 立 

注 ; 1。 队 老师 瑚 想 发 表 在 (不 等 式 研究 通讯)( 中国 不 等 式 研究 小 组 主办 ， 
内 刊 2008 年 第 2 期, 孙 文 彩 文 ,* 美 国 数学 问题 11250 及 其 研究 背景" 孙 老师 
将 A = 2 时 的 不 等 式 于 2006 年 9 月 刊 于 (美国 数学 月 刊 〉 题 号 为 11250; 孙 老师 


将 A = 3 时 的 不 等 式 发 表 在 (中 学 数学 教学 参考 》( 陕西 )2006 年 第 四 期 上 . 
2， 由 上 述 证 明 过 程 可 得 以 下 命题. 


命题 : 设 > 0,i = MEL 21,4 > 0,a > 0, 则 


Р 
УАУ AT PES <= >= 
Нн == = 二 时 原 式 取 等 号 
128. f RE Y, (6 - с)" = 0, 原 命题 显然 成 立 . 
Y 0-0 #0,8 
Ka) = СУ о) -LEG«o0 -+ UE belb = e)" 
为 关于 x 的 二 次 函数 


(1) SazbzcH. 
Ж n 为 偶数 时 


Жа) = (b - '(a = b)(a =e) 20 
fO) = (с-а) - a)(b - c) «0 
因此 (x) = 0 必 有 实数 解 , 则 
А = ГУ (вже) (Ье) -4[ E (b - e)'J[ X belb -*] =0 
即 原 命题 成 立 . 
车 为 奇数 时 
Xo-o9* = (b-c)'-[(a-5) +(b-c)] + (а – Б)" «0 
这 时 二 次 函数 人 (x) 的 二 次 项 系数 小 于 零 , 函 数 /(x) 的 图 象 为 开口 向 下 的 抛物 
线 ,又 
Ка) = (b -e)"(a -b)(a -e) >0 
故 抛物 线 与 * 轴 必 相 交 , 因 此 有 
A = [ X (b +e)(b -e)"]* -4[ X, (с) X belb -)*] 20 
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即 原 命题 成 立 . 
(2) Xia > c 5 时 ,用 完全 类 似 的 方法 也 可 证 原 命题 成 立 . 
综 上 , 原 命题 获 证 . 
129. ME: 由 正弦 定理 可 知 , 原 式 等 价 于 
lósin Bsin C - 4sin°A -9 20 Ф 


Ж с2а, Ш> LC > LB > LA, LA <, FERMANE 
m Ot. 

G) ME» ¿C> ¿B> T> An MA sin C> sin B > Ê, sin A < 
£ 
,于 是 


у -920 


16sin Bsin C ~ 4sin'A -9 > 16. (S) 
ck D йл. 
(2) #7 >» ¿C> > ¿B> 人 4 时 ,由 于 > LC sn- LA- LBI 
m -2 B > 0, 有 sin C > sin 28, 于 是 得 到 
16sin Bsin C - 4sin24 ~ 9 > 16sin Bsin 2B - 4sin?B - 9 = 
323іп2Всоз В - 4sinzB -9 = 
32(1 - соз?В)сов B - 4(1  cos!B) -9 = 
— 32cos B + 4cos! B + 32соз B - 13 = 
(1 - 2cos B) (16соз?В + 6cos В = 13) 


XAF LESE p > 7-228, ИЙНИН, < ¿B< T UC < cos < 


2 
,于 是 
1-2es B< 1-2: + =0 


їбсөё?В + без В - 13 16: (Dy 46-2 -13 < 


32 -5 <0 
因此 得 到 
16sin Bsin С - 4sin'A -9 = (1 - 2cos B)(16cos?B + 6cos B - 13) =0 


故 式 Ф йз. 
综 上 , 原 命题 获 证 , 且 由 以 上 证 明 可 知 当 且 仅 当 a。= b = c, 即 ДАВС 为 等 
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边 三 角形 时 取 等 号 . 
130. 简 证 : 记 


s =a +b +e = 1,8, = be + ea abs = abc 


w= J3 -3, = 1-3, (O <w <1) 
则 


原 式 左边 - 右边 = 
277(4 - D'à + (А-2) + + (А -Ds + (A? -5A 45] - (А 2, = 
ZICA - 08 - (А? +6? -15А +62)з, +278 + 27(А - 2) + 
27)۸1 - 5А +4), > 
(A-1)'(1-3w + 242) _ (А? + бА? - 15А +62)(1 - 3^ +2ш?) 

27 27 


30 2? + (4 -2)(1-+)? (OLZSOHOQ ا‎ 1 c jw en) š 

( 据 第 七 章 “应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 ” 最 后 附录 中 推论 3) 

Etc * 12 +16) +2) – ЗА? - 24А - 28)w + 9(4* -3A +2)w + 

6(- 2А? +322 +9A - 10)w + (44? - 1222 - 15А +50)w] = 

OS cC y +24 +в) +2009 -SA -M)w £90? = 2A «wf - 

6(2А2 - 7A +5) ш? + (4à* - 20А *25)u*] = 

оза ran 424 +8) -2(2)? - A - 10)w + (42 -20A +25)2] = 

(AHOL = =)" 3(4 +2) (4 -4) -2(2А -5)(А +2)w + (2A - 5) 
flw) = 3(A +2)(4 - A) -2(2A - 5) (à + 2)ш + (2А - 5)'w'(0 < 


wu <1) , 则 当 0 < < Š. BRAA) 034A > TE BAUER) 
нано А, НАМИ а = Ê > 0, 因 此 , 当 0 < 
w < 1 时 ,使 得 作 w) > 0 的 充 要 条 件 是 /(1) 20,00 

f) = 3(4 +2)(4 - A) -2(2A-5)(A+2) + (24 - S)! 20 
由 此 得 到 


2 >2 >38 -2 
综 上 得 到 


0<۸ 5363 -2 


306 


Primary Inequality Proof 


238-2 
131. ЖЕ. = Ух =l = У = zz, 经 变换 , 原 式 等 价 于 
s, -24 - (9 «42)5, + (18 + 12/2), 20 o 


SER O. 应 用 第 四 章 * 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 " 最 后 附录 中 定理 2 MH 
з, Ви = 1 -3a, 即 sa = LT 


zw +21) 


۸ ۵ چ .2 چا > ل‎ - (9 + ۰ 
as era) (oca cse +240) _ 


2330 ot -4) - 26] > 


0 
即 式 QD 成 立 , 原 式 得 证 , 且 易 知 取 等 号 条 件 . 
132， 简 证 :分 以 下 两 种 情况 证 明 . 
(1) Zazbzcz0,JUt 


yx + ай? -2ўа= 


а + 
OL OE Eae 
уа ج‎ 7 Ap IT ы 
Ж x 
EO EN zen. 
G لچ‎ -) = 


FP here d easa 
ide b)? | [f -ab + )( + ed )(a +b -c)(a-b)(b =e) _ 
m (d! = ab + P)(P = be +e )(e = ea +a’) 

[ба + ab + ®) (® = be + ")(= a +b +e)](a =b)(b =e) _ 
(a? - ab + b°) (b? - be + с) (e -ca + a^) 
„AEH p, ODON 9 Ува 
a «M (а ab +) (Bî = be + e? )(e* ea + a) ” 
0 
原 式 成 立 . 


(2) #а>»с>Ь>0,ЩЖ 
des 
XU уа = 


убей „у. 


"ET 

y Gi) Ya - n, 
ne + Du =e) (2c +) +a) (e =) £ 

CET, EET. 
[Ca EDIG +0) е =b) _ (2b +e) (8 +e) (e -5)] = 

а + Pac 
Br EET RE ITE rrr 
conn "S а pL e 
тает 
غي‎ Da- د‎ AHD ру - ERO ру, 
g-o- 
q E95 -101(e- = 
e ey + 
URGED. G TT lo + 


У(а-%) с(с-%) (ac - b) (a ~e) E 
[ T ab) D 
0 
原 式 也 成 立 . 
综 上 , 原 命题 获 证 . 
注 :本 题 从 不 同 角度 对 原 命题 进行 等 价 变换 ,从 而 得 到 结论 ,这 种 “从 不 同 
角度 看 问题 ”的 思考 方法 值得 关注 . 


133. 简 证 一 :( 叶 中 豪 提供 ) ШЕР. = s DC = y, 则 x +y = 1, 且 易 得 
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24:9 VEL 
Um 


аре 


应 用 加 权 平 均值 ,有 
2 (Qz - у)? + 2)4 -xy + 42) «y (2y -x) _ 
malo sy | کج‎ ы aytay) t Oyaa " 


LS 224 
و = + )و‎ 
即 max|S,,S,,S,| > $s 
简 证 二 :用 反 证 法 . 
Ей? < (sr «Gin y < уба e D 
- 5a? +8xy+4y' > 0 
n 28xy-5y 50 
à - 10y +4y > 0 
令 引 进 参 数 a,B,y € R', 设 
-5€ +8ху+4у = a 
m + 80у -57 = 8 
4x — 10ху +47 = у 


由 上 消去 *,y, 得 
да +48 +y = 2/a * 4B +4y - (а +B + Ay 
然而 上 式 右边 > 4a +48 + 8y (MERER) 
于 是 ,有 


da +48 +y 24a +48 + уст > 8r (r € R°) 
这 显然 不 可 能 , 故 假设 不 成 立 . 从 而 原 命题 获 证 . 
134. 简 证 


لے کے 
m + 2abe ИКТЕ ЕГУ;‏ 


XE = 
m*2ab m + a) (b + e) 

ly £49 ق‎ 
m*2ade4 m +a (hb +e) ` 


1 y Llet) blea) 3 


m + Zabe m + a) (b + e) 


a(b - e). J= 


Loy b E с 
т + 2abe m +(e +a) m+e(a +b) 
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1 а(т = abc) (b - с)? 
m+ tabe © [m + (c+a)][m+ (a +b)] ч 
0 
故 原 式 成 立 , 易 知 其 等 号 条 件 . 
135. 简 证 :两 次 应 用 柯 西 不 等 式 ,有 


EET 


5 
ا‎ салын 
ХУ =a) 


DRG =] + X3 -я) = Ма 2359) 
ШШ ЕЙЗИЙНЕ,Н ЖИБИН Оф, = а, = … = x, 时 取 竺 号 . 
а PNG : 

Bn = 3, 并 可 证 3 > a sy (ex) +R €x) 
此 ,可 得 到 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 11 中 的 不 等 式 . 

136. 简 证 :车 。 = 0, 原 式 显 然 成 立 ; 若 c 关 0, 则 
原 式 左边 - 右边 = 
(ё + d «4E – 44) а? - Ac + a + (be + Ф) = 


a 8 2 PA зе + È 20 
(ae НАИ 460) (а татарсан) EE FET 44” 


0 
137. 简 证 
a b e d 
Gra ty Wp uds 
[a(b + kd) + (с + ka) + e(d + kb) + (а + ke)] > 
(a +b +e +d)? 
于 是 ,只 要 证 


(a +b +e +d)* ВЕ 
alb + kd) + b(e + ka) +e(d + FB) + d(a & kc) I+ 


a +b +с+ 1)? > 4 
(ab + bc + cd + da) (1 +k) 1 +k 


(a +b +e +d)? > 4(ab + be + cd + да)» 
(a*c-b-d) 20 
故 原 式 成 立 , 由 以 上 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 a =b = ec = dk =1, 且 a+c =b +d 
时 , 原 式 取 等 号 . 
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Primary Inequality Proof 
138. 简 证 
DER «301902 + 48 У, со?А +9 У, cof Bco? C) < 

512 + 192 Y, co A + 72 Y, cot Beo C + 27cot Aco Beo Ces 

48 Y, сога + 45 Y, cot Beo C + 27cofAco Beo? C > 64 (D 


设 x = cot Beot C,y = cot Bcot C,z = cot Асо: B, Jl] x +y +z = 1, 这 时 式 
外 等 价 于 


48у, X +45 Y 2 +21ху: > 64 
m 
48 у, y? +45зуз Y a: +27(ay2)2 > Ayes 
48( X yz)? - 902yz Y, yz - 115zyz + 27(zyz)2 > 0 Ф 
令 w = Уе Dye = Ê анаан 


等 式 ” 最 后 附录 中 定理 2 推论 3, 有 
1-3w +2w  (1-w)'(1*2v) 
mme 27 


又 由 于 48( 卫 yz): -90зу: Y, yz - Пау + 27 (xyz)? 是 关于 zz 递减 ,因此 ,要 
证 式 @, 只 需 证 
l-u? 1-3w +2w 1-а? 
48( 73) - 90 > 


А Py: 
1- EE 2)” ë 


(1 - w)?[144(1 +w)? - 30(1 - ш?) (1 +2w) -115(1 +20) + 

(17 w)*(1 + 2w)*] 20 

w (1 - w)? (171 + 569 + 407) 20 
成 立 , 故 式 @@ 成 立 , 原 命题 获 证 , 易 知 当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 , 原 式 取 等 
号 . 


- 115 


1-3ш° + 21) 
27 T 


139， 简 证 : 原 式 等 价 于 
Fy) =2 Saye -7) Ф 
当 * >y>z 时 ,有 
Уб - у) = (x+y +)(®- у)(у-:)(«-:) 20 
因此 ,要 证 式 (D, RIEN x > у > z 时 式 O 成 立即 可 ,这 时 
XG-yY-21YXwG-y)5 
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(а -Py + ( ر‎ +y - 2): + )ر2 - !)2 - ر)‎ -y)- 
2yz(¥ - 2) + )ع2‎ -y «y -2) = 

2000 23)! + (GP - y)? - 2) €? - 2)! аба -3)(y 23) + 
100 -#)(«-))] > 

2000 y+) - 2) абай - 06 -21 = 

UP -P -y «y و‎ -зу+зш) = 

2) =P) (a - xy +z = P) > 


0 
即 式 QD 成 立 ,从 而 原 式 获 证 . 
140. 简 证 :因为 
X Vara > [СУ day «(X dy 
所 以 只 需 证 


(F Ja)? + (Fa)? 205 +1) Уа 
diea = х = ye = z, BE 
(T+) н) УАУ у? = De 
(X2 Xon - (+0 Sr (Уу) 20 Ф 


因为 
(X = Eryn 
Ery 
所 以 要 证 式 D, RTE 
Er SENE +(e)? 2 yep - 
ору Уу) >0 ® 


*X =u YF = о.о > 3v Hs QU 
(и + 20) 0 + (u? - 29) - (3 + Du 206 
ut - Av) - (Зи? «6 > 0 
(и - (30) (u + 3v) G? - 9) - 89] 20 ® 
因为 
u - 30 >0 
(и + By) (и - 9) - 430 228 . 29 -nn = >0 


数学 奥林匹克 


不 等 式 研究 3t? 


Primary Inequality Proof 


所 以 式 图 成 立 ,从 而 式 @ D 成 立 ,由 证 明 中 可 知 , 式 @\@ 不 可 能 同时 取 等 
号 , 故 原 式 获 证 . 

141.， 简 证 :为 证 明 方便 , 作 如 下 变换 : 设 x = 2а,у = 25,z = 2c, 这 时 原 命题 
等 价 于 : 

设 a,b,e ER7, EWE a +b +c = 1, 则 


E 49296 >7 Ф 
MAM a = 5 = с = ER abe PITRE URMAQSPT 时 取 等 


号 


下 面 我 们 来 证 明 式 ,有 

sk Qe ( /9 = 32bc + /9 -32ac)! > (1 - /9 = 324b) e 
49 - 32k - /9 = 32ac + 1/9 - 32ab > 
20 + 16be + 16ac - 16ab 

将 上 式 两 边 再 次 平方 整理 ,得 到 
1/129 -2 592 у, be + 9 216abc - 32 768(abc)” > 
-61 + 128( У be)? - 512abc + 464 Y bc 

因此 ,要 证 式 O, RIMER @ 成 立 . 


由 于 5-455 +9, 20 
(参见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14) 因此 得 到 
1595 
$*—— 


因此 ,要 证 式 加 ,又 只 要 证 


1 229 -2 592.1 de +9 216s; - 327684 > 


1 +93 
— 


1 
-61 + ach = 5125, + 464 + 


7,/81 +3 3845, - 32 7685) > 
63 + 676s, + 6485; 
将 上 式 两 边 平方 并 整理 ,得 到 
з,(1 260 - 33 504s, - 13 6895; - 6 5615) > 0c» 
5,(1 7275) (1260 + 5165, + 243) 20 
此 式 显然 成 立 , 因 此 式 @@ 成 立 ,从 而 式 全 获 证 ,由 以 上 证 明 易 得 到 到 等 号 条 件 . 
142. 简 证 : 令 m +b, = u,a, +b, =v, Mh ai -bi = aš - 6 mm 
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mach = a h TE 
(a +b)(a +b) mî = 


; А 
Са у م‎ idos) La 95) - m = 


Itc» "esset n -mè = 
it +), -m(t -dy J- 


[ih (и +v)? - mt (u - 9)! - Ami] = 


= 


d = тё) (и +v)? - dum (uv - m)] = 


PEE: 
а? 

nk An. 

(а + bı) (ea tb) =m” ши +o)? + m(u-v) > 


(a, + b) (а, +) - m 4 


(и +0)? 


4ш 


аби +v)? + mè (u = 9) 1 


即 得 原 式 , 易 知 其 取 等 号 条 件 . 
143. 简 证 :将 原 式 齐 次 化 ,得 到 
AX: 
DEE ETE TET) 
Es = Узе = Ут = T 7 83 O KADER AME 
3K Des (s, - 84 +00 - 164) + (3 -Ta +388 ~ 323))s, + (1 -@,)} > 09 
(1745) (1-25)? + (1-25) (3 = 115 +168)s + (1 -65)3 > 
0 ° 
ЩІ -45 20,81 -6s 2081,55 Q ШАЛ; 
1-4, 20,81 -6, «OR, BT f 355 = 3s ,因此 ,要 证 式 四 成 
立 ,只 要 证 


° 


(1-24) G3 - ls +1644), +40 -65)ds 20 
又 由 于 
$a 7604s 2-30 - 25d 
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因此 ,又 只 要 证 
(1 -25)(3 - 115 + 168)s -EO 7254) 20 
易 证 上 式 成 立 ,因此 , 式 ORE 
当 1 -4 <0 时 , 记 = LS Qu > 0) ,根据 第 四 章 “ 应 用 基本 不 等 式 证 


3 

明 不 等 式 ” 最 后 附录 中 定理 2 推论 3,5 > (L2 CL gg жр 
(1 725) (3 -11s, + 165), + (1 -6s)3 = 
(1 725)Q - 11s, +164) (L2 0 +. > 
ESTEE 
[s - L-28 +) (2, (8 nts +168) + 
СЕТЕ 
е G-21 +) - 2%) (3 - 11s, + 162) + 2(1 -65)5] > 

(1 =2) (1 +w)’. 
[s -CEDAW A ооз - 115 +164) + 2501-6608] 


(注意 到 当 1 - 4s, < 0 时 ,有 1 -6s, < 0) 得 
上 式 >0 
即 有 
(1 = 28) (3 = 105 +1644)з, + (1 -65)s > 
(1 -25)(3 - 115, + 164) (1 _ ET) ү 


a - esL m жи) а 
因此 ,要 证 式 ORY, REE 
ts 
п ی )0280 - وا‎ =]. 


E à 
а Ae) + (1 -Uw жш)“ >0 


经 整理 ,得 到 
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Cu) Om I), gu? + gu? -50u + 28w ~ 1002 - 3247) > 0 
另外 ,由 1 74s, « 0, 得 到 2w - 1 <0,X 1 +w > 0, 因 此 ,只 要 证 
= 8u? + Ви? ~ 50ш* + 28ш° - 100° -320 < 0 
而 上 式 易 证 成 立 ,事实 上 ,有 
= Bî + Ви? - SOw* + 28и? - 100w - 32407 = 
Ew - F)? - Мше (1 ~ w)? ~ 34w -86w* - 3207 < 
0 
因此 , 当 1 -4s SOR, RO BRL. 


综 上 , 式 四 成立 , 故 原 式 区 证 , 易 证 当 且 仅 当 # = у = = abeo 


有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 者 等 于 过 时 , 原 式 取 等 号 . 
144. 简 证 : 先 证 以 下 引 理 
引 理 : 设 0 < a < 1 < b, JIY 
(1) ab Ма +P -1; 
(2) a +b -1 < /2 «V -1; 
(3) #3(a +b) < 5 + ab, J 
a+ - dae saroi +1 
dE (1) a «P -1- a = (1 - a) (Ë -1) 20. 
(2) a! + -1 ¬ (a +b -1)° = 2(1 -a)(b -1) 20. 
(3) 原 式 等 价 于 
Va +b -1 22a +20 - ab -2 = ab +2(1 - a)(b -Do 
(Va +8" 1) > [ab «2(1 - a) (5 - 1) e» 
(1-а) (6-1) (5 -3a -3b + ab) 20 
上 式 成 立 , 原 式 获 证 . 
由 (3) Я а + < 2, 则 
a+b- та МАРЕ +1 (ж) 
下 面 先 用 数学 归纳 法 证 明 猜想 在 x? +ай + … + à 
2 + (n -2) лаа, > Y xn 


a) 
当 22012 +а] ex Gn x) IRI >x nsn = 2 时 ， 


p 
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RO) RE 
假设 当 n = k HERS, E xpo + + x = 上 时 ,有 
24(n-2)nzx- > ел, ° 
n =k+IB 4f жай + жай exa m Ee LRIR RE suns 
жы 中 , 必 有 一 个 不 大 于 1, 同 时 必 有 一 个 不 小 于 1, 不 妨 设 0 «< <1 < F 
而 分 两 种 情况 : 
O # ай xz 22M ex + na SE -1, FE 
Yuma = n Data = 
(i 
ay = (k = yayta tan) @ 
由 于 
和 Ria t nnm = (k Dra P 
б x, + ۰ + 
k-l 
Cesare, JF + (k = 1) Gase OH - (k заа = 0 


t Guinea sa eem) = (k = Damen > 


СО +f I latent Rr = L ES 
улес = (k Dae) = 
М (tma xta m + amets) + 
жле - (6-2) JA + nr (asema) < 
2( 据 式 D) 
Hn = k+l) 成 立 . 
(2) ¥1 «ажа 2 dex exa <р 


Eor + EED te a e an) > ۴-1 
TR 
( жы) + 
‹ EL) ++ 


aigna FARE + ARR P 


(k -1) 
p 


adatta 
因此 ,有 
2k- 
жуа XS a + ERR, 7 y rena > 
ss [E nean er) < 
0 
所 以 ,可 得 到 


Xena - (k = Dm 


1 
[CELL TAa RECEN 


2k-3 
Gy - Cy re 


һа) < 


h [EEI + + жай I (aast Ryan 
(根据 式 ( *) ) 


aya + МЯ + 


(k = 2), 72, < 2(@Җ Ф) 
dO n = 上 +1 时 , 式 (1) 也 成 立 . 综 上 , 式 (1) RIE. 

现在 再 证 明 原 命题 。 

HF s,s, CR B й + 如 +…+ 夫 所 ,因此 总 存在 一 个 a > 0, 
使 得 


(з жа) жаак ап 
于 是 ,根据 式 (1) 有 
2 + (n -2)(x + a)s "x, > 
mua, Gn + а) (gni gr, nm tua es 


24(n-2)zx, = Y nmn > 
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ажуа, agr orania т (n 2) злуе, o 
Bh EH ex + ox ол, Ёл > x + +, 


жуйе, + a) 


а dax + А дусар) = (n 2) разу, = 
| و‎ ус) - (a -Deen = 
(/e=D- - o ness > 


O(a =2) 
由 此 可 知 , 式 @ 右边 不 小 于 堆 , 故 原 命题 成 立 

注 :以 上 证 明 参考 了 《中 学 数学 教学 )( 安徽 ) ,2008 年 第 2 期 , 秦 显 明文 ， 
“对 一 个 五 元 不 等 式 的 证 明 ". 

145. 笔者 于 2009 年 4 月 24 日 对 刘 健 老师 的 狂想 证 明 如 下 : 

(1) МАБ, > te 时 

(R, + R,)(R, + Ri) CR, +В) = 

R,R,(R, + R, + R,) + R, (R + R) + R,R, + R,R, + RR) > 

RR(R + R, + В) > 

be(b +e) 
(由 费 马 定 再 可 知 , 当 LA > E nt AER, +R, + R, > b +e) MED R, =0, 
BR P SALA 重合 时 ,上 式 取 等 号 

(2) 4 RR, < be 时 , 记 LBPC = а, LCPA = B, LAPB = y, 首 先 由 于 

3+2(cosa+eos 有 +eosy) = 3 + 2cos а + 2(cos В + cos y) = 


1 +4eo + aco جا ووم‎ = 


1 + 4cosa = 4cos Ecos É = 


(1 2:05 y +4соз S (1 -cos =) > 
0 
(注意 到 当 点 在 A4B8C 内 部 或 边界 上 时 ,有 0 < $ < 3) 当 且 仅 当 a = В = 


y = 笃 时 ,上 式 取 等 号 ,因此 
R,R,R,[3 + 2(cos a + cos B + cos y) ] > 0 o 
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мама = B = у =FR RRR, = 0 时 , 式 四 取 等 号 
另外 , 易 知 有 
F(R, + R, =e) + (Е, +R, -b) 20 @ 
MODA R, = 0, 即 点 P SAA RAR, ORES. 
AR DOHA 
(R, +R, =e) + A(R, +R, -b) > 
- R,R,R,[3 + 2(cos æ + cos В + cos у)] = 
-RSR, - 2R,R,R,( cos a + cos B + cos y + 1) ® 
MB (8 R, = 0, 即 点 P AA RAR, R ORPI. 
Pd < ZA < s, Bit 


1 <-2cos À Ф 
于 是 ,由 式 @ Лея RR < bc, 得 到 
R,R, < - 2bccos А 


因此 ,得 到 
R,R,R, < - 2R,bccos А © 
当 且 仅 当 R，= 0, 即 点 P 与 点 4 重合 时 , 式 @ 取 等 号 . 
dix @.@ nf s] 
PR, +R, =e) +e(R +R, – Б) > 
2R,bccos А - 2R,R,R, (cos а + cos В + cos y + 1) 
m 


UR, + R,) + (R, + R,) - 2R,becos A + 
2R,R,R,(cos а + cos B + cos y +1) > 
belb + c)es 
(+ – 22ссоз A)R, + UR, + R, + 
2R,R,R,(cos а + cos B + cosy +1) = 
be(b + с) 
dR, UR, + R, + 2R,R,R,(cos a + cos B + cos y + 1) > 
be(b +e) 
由 三 角形 中 的 余弦 定理 ,有 
а? = Rš + Rj – 2R,R,cos а 
b = R + RÎ – 2R,R,cos В 
Ф = RÎ + R; – 2R,R,cos y 
将 它们 分 别 代 人 上 式 左边 ,并 经 整理 , 便 得 到 
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(R, + R,) (R, + R,)(R, + R,) > be(b + с) 
当 且 仅 当 R，= 0, 即 点 P 与 点 4 重合 时 取 等 号 . 
综 上 (1),(2) 可 知 , 原 式 已 获 证 , 当 且 仅 当 点 P 重 合 于 点 4 时 原 式 取 等 号 . 


(ALGEBRAIC INEQUALITIES) ўй 


、 

说 :以 下 是 选 自 罗马 尼 亚 Vasile Cirtoaje 主编 的 《Alge- 
braic Inequalities. Old and New Methods》(《 代 数 不 等 式 旧 的 与 
新 的 方法 》) 一 书 中 的 第 1 章 和 第 8 章 的 题目 . 这 些 题目 最 早 是 
由 上 海 复旦 大 学 武 炳 杰 同 学 提供 给 笔者 的 ,并 帮 笔者 作 了 中 文 
翻译 . 后 来 笔者 曾 托 东北 师 大 附中 马 腾 宇 同学 于 2007 年 7 月 
25 日 至 7 月 26 日 在 越南 河内 参加 第 四 十 八 届 国 际 数学 奥 林 匹 
克 况 赛 期 间 买 到 一 本 ,2007 年 8 月 23 日 才 收 到 此 书 ,在 此 之 
前 ,一 直 未 见 到 原始 解答 . 因此 ,在 本 章 中 所 给 出 的 解答 , 绝 大 多 
数 是 在 2007 年 8 月 23 日 之 前 本 人 所 作 , 还 有 几 个 题目 解答 录 
自 原 书 . 解答 后 面 括号 内 注 明 了 该 题 的 解答 时 间 与 解答 来 源 . 后 
来 笔者 将 解答 与 原 书 中 的 解答 作 了 比较 ,发 现 有 的 解答 与 原 书 
中 的 解答 相同 ,但 多 数 解答 与 其 不 同 (也 许 有 的 解答 不 如 原 书 
中 的 解答 简捷 ) ,这 里 就 不 再 录入 原 书 中 的 解答 了 ,请 读者 参阅 
原 书 . 

在 此 ,笔者 向 武 炳 杰 、 马 腾 宇 两 位 同学 表示 感谢 ! 


杨 学 梳 
二 OO 七 年 人 月 三 十 一 日 


imary Inequality Proof 


Chapter 1 


Warm-up problem set 
1. Let a,b,c,d be real numbers such that a? +b? +e +d’ =4, Prove that 
+ 
2. If a,b,c are non-negative numbers, then 


bees 
2 


3. Let a,b,c be positive numbers such that abc = 1. Prove that 


asbsc, "a s sc 
3 ?4 3 
4. Let a,b,c be non-negative numbers such that а? +? c =3. Prove that 
аъ Б + ea <3 
5. If a,b,c are non-negative numbers, then 
а +b? +e" *2abc +1 2 2(ab + be + ca) 


6. If a,b,c are distinct real numbers, then 
2 2 


E F 
G-3 6-3 "(ab 
7. If a,b,c are non-negative numbers, then 
(d! - be) VEFE + (P - ca) Уса + (é - са) Va FB >0 
8. If a,b,c,d are non-negative numbers, then 
PE TM TOY TE E 
9. Let a,b,c be non-negative numbers such that 
a + ed =a +b +e 


d +b? + e - 3abe > ( а) 


0 


Prove that 
dU + t + а < ab + be + ca 
10. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of them are zero. Then 
а? ГЫ г 
aî +ab +b bî + be + +ea + 
11. If a,b,c are non-negative numbers, then 


а ү Di e 
Jom * A + (e +a) "устуу x 


12. Let a,b,c be positive numbers and let 


>1 
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E(a,b,c) = a(a - b)(a - c) +b(b - c)(b - a) +e(e - а) (с - b) 
Prove that 
(а) (a +b + c)E(a,b,c) > аа - b)? + belb - с)? + cale - a)? ; 


watts 


JE(a,b,c) > (a - b)? + (6-с)? + (e - a)? . 


c 


13. Let a,b,c and x,y,z be real numbers such that a +20 «yzcz20 
and a +b +e =x +y +z. Prove that 
ay + bx > ac + xz 


14. Let a,b,e € [33]. Prove that 


"NUM E A 
a+b +e cta” 5 
15. Let a,b,c and x,y,z be non-negative numbers such that 


G+b+c=x+y+z 


Prove that 
ах(а +x) + by(b +y) +er(e +z) 2 3(abe + xyz) 
16. If a,b,c are non-negative numbers, then 
4(a +b + c) > Z1 (ab! + b + са? + abc) 
17. Let a,b,c be non-negative numbers such that a +b +c =3. Prove that 
1 1 1 
Зай +1 3 +1 *2са' +1 
18. If a,b,c,d are positive numbers, then 
1 1 1 1 4 
dea Verde rci t d +da ac + bd 
l 
19. Ifa,b,e € (L2), then 
2 


3 3 3 2 2 2 
243b hax cea ab bec cta 


20. Let a,b,c be non-negative numbers such that ab + be + са =3. Prove that 
1 1 
#+2*И+2°4+2 
21. Let a,b,c be non-negative real numbers such that ab + be + са =3. Prove 


>1 


51 


1 1-8 
#+1*Й+1*2+1*2 
22. Let a,b,c be non-negative numbers such that aè + b® +0 =3. Prove that 


зноя 
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pU Ж 
b+2 c42 zi 
23. Let a,b,c be positive numbers such that abe = 1. Prove that 


*1 


(а) 22 >0; 
a-l,b 
оо тзт >0. 


24. Let a, b, c, d be non-negative numbers such that a ~ ab + = è - 
cd +0. Prove that 

(a +) Cc +d) > 2(ab + ed) 
+a, be positive numbers such that a,a, ---a, 


25. Let oa . Prove that 


1 1 1 
i1*G-Da'Ira-Des! "iria. 


26. Let a,b,c,d be non-negative real numbers such that а? + b + e +d’ «1. 
Prove that 
(1 - a)(1 - 8) (1 - c) (1 - d) > abcd 
27. If a,b,c are positive real numbers, then 


За 25 3e 
Na+ bec Nea S3 


28. a,b,c,d are pite real numbers, then 


a 2 А ] 
Gi GC qu 
29. Let a,b,c be positive abe =a es udo Has 
bse, then 
ab? >1 
30. Let a,b,c be non-negative numbers, по two of them are zero. Then 
2 2 


рер арр рант 
31. If a,b,c аге non-negative numbers, then 
аба +1) (8 +10) (e +1) > (a + 1) b 1) (е + 1 (abe +1) 
32. И a,b,c,d are non-negative numbers, then 
30 тажа) (1 -b+h)(l e +e") >1 + abe dll? 
33. If a,b,c are non-negative numbers, then 


(1 ажа?) (1 -b*P)(-cec)(1-dad) > (16404 d 


34. If a,b,c are non-negative numbers, then 
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(a? + ab +b?) (b? + be «(P + са +a?) > (ab + be + ca)” 
35. Let a,b,c,d be positive numbers such that abcd = 1. Prove that 
1 1 1 

I*ab*bcsca 1 «dc + cd db" 1 + ed + da + ac + 


1 
T+da+ab+êd <1 
36. If a,b,c and x,y,z are real numbers, then 
4(a + x) (P + y) (8 +?) > 3(bex + сау + abz)? 
37. Ifazbzczdze, then 
(a +b +c +d +e)? 2 8(ас + bd + ce) 
For e »0, determine when equality occurs. 
38. If a,b,c,d are real numbers, then 
6(а +b + с + 0) + (a +b +c + d)? > 12(ab + bc + cd) 
39. If a,b,c are positive numbers, then 


1 1 1 1 1 
Je cod ++ 1) >1 Я; + redi. 
40. If a,b,c,d are positive numbers, then 


5 + fac? + +), : 7 BG) eel) 


41. If a,b,c,d are positive numbers, then 


e 


bre 
42. If a,b,c» -1, then 
1+а? 1+0 1+ 
1+6+c 1+c+o 1+а+& 
43. Let a,b,c and x,y,z be positive real numbers such that 


(a+b+c)(z+y+z) = (а «P +e) «y «2) = 4 
Prove that 


abes < dc 
44. Let a,b,c be positive numbers such that а? +b? +c? =3. Prove that 
ETE: 
a+b * b 
45. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 


L $1 "RD! > 3 
а +be b «ca c «ab^ ab + be + ca 
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46. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 
1 1 1 
Powerd tP ardt a ab +0 ab +be + ca 
47. Let a,b,c be positive numbers such that a +b +c =3. Prove that 


12 
ab + be + ca 


48. Let a,b,c be non-negative numbers such that а? +0 «c! 23, Prove that 
12 + 9abc > 7(ab + bc + са) 
49. Let a,b,c be non-negative numbers such that ab + bc + са =3. Prove that 
а? +b + + Тас > 10 
50. If a,b,c are positive numbers such that abc = 1, then 
(a +Ь)(Ь+с)(с+а) +7 25(a +b +c) 
51. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 
а L3 e 
Ga +) (Ga re) G + 2) GP + a) * (0 ro) +) 
1 
a+b+c 
52. Let a,b,c be non-negative numbers such that a + b-& cz3. Prove that. 
1 1 1 
Wibvc'asW ee a«bad s 
53. Let a,b,c be non-negative numbers such that ab + bc + ca 23. lf rz 1, 
then 


abc + 


1 1 1 3 
Үйү” М ad red +a r+ 
54. Let a,b,c be positive numbers such that abe = 1. Prove that 


1 + 1 * H * s 21 
Qa (1+0)? (1 +e) (1 +а) (1+0) (1 +e) 
55. Let a,b,c be positive numbers such that abc = 1. Prove that 
ف‎ ud. 30 ق‎ 
a+*+b+c 3 ab + bc + ca 
56. If a,b,c are real numbers, then 
2(1 + abe) + VACI a (1 +0) O +e) 2 (1 +a)(1 +b) +c) 
57. Let a,b,c be en numbers, no two of which are zero. Prove that 
PEE b(c*a), £a tb 22 


V + ca c ab 
58. Let a,b,c iss жое numbers, no two of which are zero. Prove that. 
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r, FEED , AED >2 

A arbe NF +ea ^N P ab 

59. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 

E^ po d a b А 

kec*tceal'asb? d +he V +ea P «ab 

60. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 
ii221. d 2a 2b 
bec*cea a+b” 3d «bc  3P «ca 32 «ab 

61. Let a,b,c be positive numbers such that a? +b? +c? =3. Prove that 


3 
Уба bec) +52218 


62. Let a,b,c be non-negative numbers such that a +b +c =3. Prove that 
1 3 
6-а 5 
63. Let n>4 and let a, ,aa , °" ,a, be real numbers such that 
+a, zn and aî +а + + a, > n 


a +a + 
Prove that 
max | а, ,az | <2 
64. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 
a b е „13 _ 2)60 + be co) 
bec cta a+b 6 3(d +b +e) 
65. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero, Prove that 
ein, єє, + 
66. Let a be non-negative EM. ES that 
(a & b)(b +e)(e +a) =2 


Prove that 
(a? + bc) P ca) (& + ab) < 1 
Chapter 8 


Final problem set. 
1. Let а,Ь,с be positive numbers such that abc = 1. Prove that 


la +b brc. ete 
b+1 с+1 
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2. Let a,b,c be positive numbers such that abc = 1. Prove that 


а D E 3 
NB +3 tNor3 + Na437 2 


3. Let a,b,c be non-negative numbers such that a +b +c 23. Prove that 


-3be ‚5 -3са 4 5-3 
1+a l+ t Ite 


4. Let a,b,c,d be non-negative numbers such that а? + b? +e + 0 =4. Prove 
that 


2 ab + с + са 


(abc)? + (bcd)? (cda)! + (dab)! < 4 
5. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 


n D © 
Мда +55 Nib +5с * 4с +5а < 


6. Let a, ,a, ,*,a, be positive numbers. Prove that 


(a, + a +e +а,)? 人 -De 

9 ауана +1) Et 
0) Q0 

(ai +1) (92 +1) Gen 2 a 


b, be real numbers. Prove that 
ab, + tab, + Kal a) aH) 


Ia ta) sem) 


8. Let k and п be positive integers with k < n, and let a, ,0,, ‚а, be real 
numbers such that a, Sa, € +++ <а,. Prove that 
(a, + a, + 7a,)! 2 п(аа + аа + + a.a,) 
їп the following cases: 
(а) for n 22k; 
(b) for n 24k. 
9. Let a,b,c,d be positive numbers such that abed = 1, Prove that 
1 1 1 1 
Trara ra b E *1+с+ё +  1eded +”. 
10. If a,b,c are non-negative numbers, then 
9(a* +1) (f + 1) (c +1) 2 8(a'b'e + abe +1)? 
11. If a,b,c are non-negative numbers, then 
(1 +а?)(1+?)(1+2)(1+) 2l + abed 
(1 +а?) (1 + 5) (1 +e) +4) 2 
12. Let a,b,c be non-negative numbers, по two of which are zero. Then 
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1 1 1 
Fral Ea" Pri (аЬ)? 
13. Let a,b,c be positive numbers, and let 


1 1 1 
хаж 1,5 1-1,2 


Prove that. 
ху +уа +z > 3 
14. Let a,b,c be positive numbers, no two of which are zero. If n is a positive 
integer, then 
2a' b' -c 209 - e" - a" 20-а - b" 
Bj -с+ё cc-cata ` a - ab + 
15. Let Oa <b and let a, n € [a,b]. Prove that 
m ta + +a, -n Jaama, < (n - 1)( - /a)° 
16. Let a,b,c and x,y,z be positive numbers such that z +y +z =a +b +c. 
Prove that 


ax + by! + e + хуг > abe 
17. Let a,b,c and x,y,z be positive numbers such that x +y +z =a +b +c. 
Prove that 


(3х +a) yy+a) | z(32 «a 
do DEBA LEUTE I 


18. Let a,b,c be positive numbers such that а? + Ë +c? =3. Prove that 
a.b. c 9 


x9. 
be “a arbre 
19. Let a, vaa ‚а, be positive numbers such that ауа, еа, =1. Prove that 


l.l. بلي‎ an 
atu a, ажа ta £7 ға, 
20. Let a, ,a, ,-“ ,a, be positive numbers such that ауа, 


a a a n+l 


21. Let r» 1 and let a,b,c be non-negative numbers such that ab + bc + ca = 
3. Prove that. 


a (be) +b (e +a) + (a +8) 26 

22. Let a,b,c be positive real numbers such that abe> 1. Prove that 
(a) afb*c* >1; 

(b) аве =1. 

23. Let a,b,c,d be non-negative numbers. Prove that 
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Ala? +b +e +d") + 15(abe + bed + eda + dab) 2 (a +b + c +d)? 
24. Let a,b,c be positive numbers such that (a +8 =e) (Û + Û Û) =4, 
Prove that 
Gere +1) 2230 


25. Let a,b,c be positive numbers. Prove that 
1 1 1 2 
a + Ve 2ca P 22b" ab + bc + ca 
26. Let a,b,c be non-negative numbers, по two of which are zero. Prove that 
a +e) bleta) efe +) , , уар ење 
d! +2be + b? +2са ` c «2ab a +b + 
27. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Then 
Gia (tera , (a+b): > 6 
tbe > b tca ^ otab 
28. Let a,b,c bes non-negative numbers, no two of which are zero. Then 


b+c с+а a+b 2 6 
2d «bc 2b «ca 2c «ab a*b*c 


29. If a,b,c are non-negative numbers, then 
a Ма + 3bc +b /W + Зса + c Ve *3ab > 2(ab + be + ca) 
30. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Then 
$-k QV 2b „6 

da +be /Й+са Ve cab 
31. If a,b,c are non-negative numbers, then 
(а? - bc) Ма * Abc + (b° - са) VW + 4са + (c = ab) e *4ab > 0 
32. If a,b,c are positive numbers, then 
ob ا‎ б-а 
Ва? + (b+c) 81 + (c +a) Vac + (а +b) 
33. If a,b,c are non-negative numbers, then 


Ма + ET EP ET < 3а +b +e) 


34. Let a,b,c be non-negative numbers such that a? +b° +° =3. Then 
21 + I8abc > 13(ab + bc + ca) 
35. Let a,b,c be non-negative numbers such that a? + b° + с? =3, Then 


1 1 
5225 * 5 - 2c 


<1 
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36. Let a,b,c be non-negative numbers such that а? +b? +° =3. Then 
(2 = ab) (2 = be) (2 - ca) > 1 
37. Let a,b,c be non-negative numbers such that a +b +c =2. Prove that 
kk a e 
ي‎ = < 
Z+ P 12115 
38. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Then 
aè t3abe | P +3abe | cè + 3abe 
(ec) * (eta)? ' (a +8)" > 
39. Let a,b,c be positive numbers such that a° +b“ +c" 


2 po: 
(+ 人 + 


a+b+e 


3. Then 


NE DE ER 
M) protratta” 2” 


40. If a,b,c are positive numbers, then 
اا اھ‎ P ا‎ еса < (a - b)! + (0 - c)! + (e = a)? 
arb * bec eta 8 
41. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 
a К p P а eL 
{а +6) (2a re) * Qb ec) b + Qe ca) Ie +8) $ 3 
42. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which аге zero. Prove that 
1 1 £ 1 
SC +B) ав S(T +e) be (e +a) сеа a +b +e 
43. Let a,b,c be non-negative real numbers such that а? + É +c =1. Prove 
that 


ajo 


са 
PETAI F +1 
44. Let a,b,c be non-negative numbers such that a? +b? c! =1. Prove that 

1 1 1 9 

Эта -ae 340 -a 34 -2а5 8. 

45. If a,b,c are positive numbers, then 
да-не ай -ё-@ 4 - a - P 

ане) * Кежа) + cab) 

46. If a,b,c are positive numbers such that abe =1, then 


و +++ 1+ )< 6+ 2 + 1+ ت 
aN‏ 2 
Let a, as, "=", a, be positive numbers such that a, + aj +: + a, = n.‏ .47 
Prove that‏ 
数学 奥林匹克‏ 
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+ 一 -n+3) <3 


和 2 
ao 二 
48. Let a,b,c be the side lengths of a triangle. If a? +b? +c? =3, then 

ab + bc + ca 2 1 + 2abc 
49. Let a,b,c be the side lengths of a triangle. If a +0? +c =3, then 
«a +b +c >2 + abe 
50. If a,b,c are the side lengths of а non-isosceles triangle, then 
ei +P cta 
rer irr eps 
2 
o | СЕИР 
34; жерг lengths of the sides of a triangle. Prove that 
T ТУ sa 
ас - СЕ + -l=0 
52. Let a,b,c be the lengths of the sides of a triangle. Prove that 
b e 
) 


Gb epe Reis - 


>3. 


53. а, ,а,,;,,,0,,0 ег, then 


$70,979, “s 
‚жа, бажа, a +a 
54. Let a,b,c be positive numbers ak Prove that 
CR UE Е 
re Ti 
55. Let x,y,z be positive numbers such that z +y +223. Then 
1 1 1 
چ لي لوا‎ 
Пута ziy +: zaya? 
56. Let z ,2, 77,2, be positive numbers such that зулу x, 21. If a >1, 


>0 


Fre 


У >> 
ap +" + x, 


„ be positive numbers such that #4 +x, >1. If a >1, 
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y— > 


xt +a t +s, 


59. Let z, ,aa "77,2, be positive numbers such that 2,2, * t-l- 


=a «1, then 


XII 


FEET 
60. Let n>3 be an integer and let p be a real number such that 1 <p <n - l. 


-1 
CE ER that xx“, =1, then 


1 1 
DuTees t Dee TER 
61. Let a,b,c be positive numbers such that abe = 1. Prove that 
1 1 1 2 
Tra * eB Ore + (ra + re 
62. Let a,b,c be positive numbers such that abc =1. Prove that 
a +b? +e +9(ab + be + са) > 10(a +b + c) 
63. Let a,b,c be non-negative numbers such that ab + be + са =3. Prove that 
«(P 2) ,be ee) e +ю)„, 
«+ ^ Prea ^ e tab 
64. If a,b,c are positive numbers, then 
NCE) 


2 
а 

а+Ь+с+ ч + + 
b c a a+b+c 


65. If a,b,c are positive numbers, then 
а y 2 3)4 +b +e) 
bec*csa a DO «8 4d) 
66. If a,b,c are given non-negative numbers, find the minimum value E(a ,b, 
с) of the expression. 


for any positive numbers x,y,z- 
67. Let a,b,c be positive real numbers such that a +b +c =3. Prove that 
Lebe э ++ 
68. Let a,b,c be non-negative numbers such that а +b + ç =3. Prove that 
(d! - ab +8?) (B - bc +è) (¢ - са +?) «12 
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69. Let a,b,c be non-negative real numbers such that a +b +c =1. Prove that. 
Ма +b + Jb +e + Межа 22 
70. If a,b,c are non-negative numbers , then 
a" + ec + 3abe > Y be VA +e) 
71. I a,b,c are non-negative numbers , then 
(1 +a) (1 P) + e) > ба +a +b жо)? 
72. Let a,b,c,d be positive real numbers such that abed = 1. Prove that 
(1 +a)(1 +)(1 ed) +) > (a +b +e +d)? 
73. IE =, 25,7775, are non-negative numbers, then 


有 
74. If k is a real number and x, x, are positive number , then 
(n= DG eatem + mna d жай + at) > 
(nox mx) Gp +" e apt) 
75. Let a,b,c be non-negative numbers, no two of which are zero. Prove that 
a* 0 
FETA. 


a+b+e 


附 :第 九 章 (ALGEBRIC INEQUALITLES) 摘录 参考 答案 


Chapter 1 


Warm-up problem set 


1. (2007.01. 15) ME: 即 证 ( У, a)? 2 (Z a)’. HR HDI TF EE. 
(ZAY = (Fal). X42 уе. e > (у)! 


2. (2007.01. 15) 简 证 
a +0 +e -3abe = L(a be LO - a)? + (e - a)? + (a = B] > 


(a +b +e)[( a) + (е-а)°] > 
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(a+b +e)( =a +e a)? > 
3. (2007.01.15) 简 证 : 见 第 三 章 * 放 缩 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 8. 
4. (2007.02.26) 简 证 : # x,y,z ER-, 则 zz > II(- z +y +z), B 
X> 3uye > Yi +:). 以 下 将 用 到 此 式 ,由 于 
9y be IE (Be be) SIEPE + +1) = 
3X9 +гу+зу be = 
ESQ .0)«2X (Р +e) +3 be < 
(Уо +30 +25, Peb +0) +3У be = 
УУ а + Fb) +43 yb = 
Xe (Уа +2500) = (Уа?) = 27 
(注意 到 也 oz = 3). 
HE o +0 +e «32 M3 Y be" ea (У а)". 证 法 同上 
5. (2007.01. 16) MIJE: # 1 - a,1 - 5,1 - c 中 必 有 两 个 同时 不 大 于 零 或 
同时 不 小 于 零 , 不 妨 设 它们 是 1 - 6,1 - ,于 是 (1 - 8)(1 - с) = 0, 因 此 
а + +e +2abe +1-2(ab + be + ca) = 
(a - 1)! + (b - с)? «2a(1 - B) (1-0) 20 
6. (2007.01. 16) 简 证 : 由 对 称 性 ,不 妨 设 > b > c, 则 易 证 


于 是 


р ©. b 
(=e) *(с-а)# (а 0) O- (ea), 


е >2 
7. (2007.01.21) 简 证 ; {#5 +e = me+a = a +b = zy ER, 
则 原 式 变 为 
XU-£4y42y-QG-y2)Gy-f]1209 
У -dy 42) 206 
Eryx = y) (è - у?) 206 


жокту 
TERES 99 


Xs6*»G-» 20 
8. (2007.01. 11) 简 证 


We YXCcint-eD > 2 


22b ec 
3a +e 
Elm. Ф 
今 证 式 Ф. 应 用 柯 西 不 等 式 有 


[(За + с) (а +2b +c) +(3b+d)(b+2c +d) + 
(3c +a)(c +2d + a) + (3d +) (d «2a +b)] ° 


pis ڕ‎ 3+4 „_3c+a , 3d+b 
a+2b+c b+2c+d c+2d+a 4+2а+Ь 


)2 


У, а) 
又 由 于 
(За + с) (а + 2 +c) + (3b + d)(b «2c +d) + 
(3e + a)(e + 2d + a) + 
(34 « b) (d +2a +b) = 
4( Ea)? 
由 此 即 得 式 O. 


9. (2007.01.25) 简 证 一 : 原 命题 即 证 
(Уа Fe < (Set. Sle 
Hils = Lan = beys = abe, 则 上 式 等 价 于 
iis -5йй +44 0 

此 式 易 由 第 四 章 * 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 " 最 后 附录 中 定理 2 的 推论 
3 证 得 . 

(2007. 01. 25) 简 证 二 :因为 

Xe 32Xo- X€Gako)23YX4, X6 - Xe 

KA Уа > Уеа) -226° > (a) -2 be 
所 以 Xe < ук 

10, (2007.01.17) 简 证 一 : $x = Èy = -$z = х,у € R° URE 
题 变 为 ;已 知 z,y,z € R, E xyz = 1, 求 证 


1 1 
— 1 
rya lire 


Ф 
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MER Q, HEH sy > 1 时 ,有 


1 1 
Teste Teye LE um 
式 @ (2 + хужа +2) (1 + зу + xy) > 
20 «x +) )1 жуу) е 
(s - yy UG e yy Cy =1) exy(x +y) + xy -1] 20 
由 xy 21 即 知 上 式 成 立 . 
ER (D. h ryz = brad 因此 ,要 证 式 四 ,只 要 证 
t2 
ГЄ ги 
1 
Түрө: 1:90 
Z - ñ -:& +1206 
(+ +1)(-1)#>0 
即 式 QD лї. 故 原 命题 获 证 . 
(2007.01. 17) 简 证 二 
at ГЫ 


> le 


z1e 


E 
анаи Ыт ата ^17 
ве ab + 
Въ " +ea +a " d + ab + S° 
H E ы 


Pike errr rr rr ET T > 


(E - ac) +ablab -c') , ac(ac - P) + ab(@ - ab) 
(P + be + с) (а? ree (2 + ac + a) (а + ab + b°) 


ablab - ё) тта E + 


a ac 
iur rrr EET TTL 

ab(ab - сї) (а + ac =b? - bc) + (P - ac) [ab(ab - e”) + (8 -ac)] > 0e» 
а + be” + са? > abe(ab + be? + са) es 
P (d - bc) + e (bî - ca)? «a (è - ab)? > 0 
故 原 式 成 立 . 

11. (2007.01.17) 简 证 : 见 “ 第 三 章 ， 放 缩 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 6. 

12. (2007. 01.07) 简 证 :E(a,8,c) = ТУ (-a+b+e)(h =e). 


(а) Ж а > b > с, 


>06 


Primary Inequality Proof 


е У (a+b+e)(-a+b+e) (D-0) = Ув о) 
У (=a? +b" +ёу(ь-с)* =0 
此 式 在 所 设 a > b > c 下 易 证 . 
(b) 不 妨 设 a > b > e, J| 
ж 6 Y, (ьс + са +ab)(-a +b +) - abc](5 - e)" 20 
HRE a > b > 情况 下 易 证 成 立 . 
13. (2008.08.29 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 
ay + be = ас -zz = a(y - c) +x(b-:) = 
a(ab-x-2) ex(b -z 
a(a-2) + (a z)(b - z) 


зба а) + 1) - 0) + (a +z) (6-2) = 
T(a - 2) + 二 (e+a)(e+26-z-25) = 


1а -+ 二 (eraG+y-e-a>0 


14. (2007. 02. 10) 简 证 : 原 式 经 去 分 母 整理 后 等 价 于 
(b +c)(e +a)(a +b) 25(c-b)(c-a)(b-a) ° 
WROTA, REHE c > b > a RE FA @ Жз ШИШИШИ ST kiz D 
又 等 价 于 

f(a) = (3b -2c)o + (3c - 20) (b + c)a + (3b - 2c)bc > 0 Qo 
43b -2е > 0 O 显然 成 立 , 且 当 且 仅 当 35 = 26 (b,e € [4-.3)) 及 

а -0 时 取 等 号 ,不 合 题 意 , 故 取 不 到 等 号 
#20 -38 > 0, 则 /(a) 为 6 的 二 次 函数 , 且 二 次 项 系数 为 ,这 时 其 图 稍为 


开口 向 下 的 抛物 线 ,由 a,bie € [二 ,3] 及 2e -36 > OR- < a < 5 <2, 因 此 ， 


我 们 只 要 证 KA2) > 0 十 ) > 0, 即 证 得 式 O 成 立 . 这 时 


K(2) = 4(3b - 2c) +2(3c - 25) (b + e) + (3b -2c)be = 
2(3 - b) + (307 «25 ~ 8)с +4b(3 - b) 
A = (38 +20 - В)? - 325(8 - 3)? = (b - 2) (9 - 2 + 144b - 32) = 
(b -2)[ (99 - 27 + 48b) +32(35 -1)] <0 


GEER < c <3) 所 以 /(2) > 0, 易 知 在 a,5,c € [村 ,3] 情况 下 ,到 不 到 等 
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号 . 因为 
кр = io -20) + ic -25)(b +e) + (35 -2c)be = 


De - 6) - (180 -3c - 3)b +90 - 2с] 
A = (182 - 3e - 3)? - 12c(9c - 2)! = 3(c - 3) (3с - 1) (368 +1) «0 
(HEBA < e <3) X 
27c-6 >0 


BLA) > 0, 当 且 仅 当 a = +,b = 1,c = 3 时 取 等 号 


综 上 知 式 成 立 , 故 原 命题 成 立 , 且 知 , 当 且 仅 当 a = 
原 命题 中 不 等 式 取 等 号 . 

注 :更 广泛 有 : 设 a,b,c E[m,M](M > n > 0), 则 
> (M + m) (/M + /m)° 

(M - m) GM - /m)° 

当 且 仅 当 a = M,b = /Mm,c = mc = М,Ь = VMm,a =m, Rb = М,с = 
УМт,а = m, 或 a = M,c = VMm,b = т, с = M,a = /Mm,b = m, 
b =M,a = /Mm,c = m 时 取 等 号 . 

见 第 七 章 " 其 他 不 等 式 证 明 例子 ”中 例 42. 

15. (2007. 01. 30) 简 证 :因为 

(аё + رط‎ + о) С ee) m ey x = ) +b +e) 


à 
所 以 at sip a > О uae 
同 理 а?х + Бу + сї: 2 3zyz 

将 以 上 两 式 左右 两 边 分 别 相 加 即 得 . 


16. (2005. 03. 12) 简 证 : 见 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 5. 
17. (2007.01.17) 简 证 一 : 原 式 等 价 于 1 + ab + be + ca? m 40) , XH 
a +b +c =3, 得 abc < 1. X. ab? + be" + ca! > 3abe, Bk 
1 + al! + b! + ca! > 1 + 3abc > 4a e 
(2007. 01. 17) 简 证 二 


1 l 
— _, ED ا او‎ 
EES ah ETE 006 
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аў 
Expl! 
Xi 2a «1 = af + ab" + 1 > 3 Уа 等 可 知 
з 
X sey У < У (e+ +) 

故 原 式 成 立 . 

18. (2007.02.10) 简 证 一 : 由 柯 西 不 等 式 有 

b 1 1 
IL йүн” (> ш 


故 只 要 证 (ae + bd) (у, 1): > CY, AA) 成 立即 可 .此 时 


(oe +4) (E ly -4( 225 = 


1.4.1 1.2 25 2 
(ас cb) tit tnt ab * ac * ad 
4b 


ác i 
Q6 ETT = 


bd b ,2b 4b. ac 

Dr a IE 

bd d 24, 4d ac a 2а, 4a 
CS ia irora BAS birir -Д1>0 


(2007. 02. 11) 简 证 二 : 去 证 更 强 式 
1 
a! ab b+be c +ed d! «da^ Vabcd 
{ёа = max|a,b,c,d] , 则 


1,1 l l 1,1 
ROEM = Ca “arb Fre de 


Ly zt. 
ce ds 
1 1 1 1 

Gita tlg x Kalb 

l 1 1 1 

Гад ced) "ab ed * 

(a -e)(d -Ь)( + Ф + ab + ac + ad + be + bd + cd) 

Ba(a + 5) (e) (e + d)(d + a) 


i M 
d ^а+а 


式 @ 左 边 = ql bd. 1 
z 


pr ETA rr 


) = 
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[^ 


1 1 1 1 
(+ 
[rr 5+ 二 + 

(a -el(d-b(o +è + ab + ac + ad + be + bd + ed) 


ac(a + b) (b +e)(c + d)(d + a) 
由 DO 两 式 可 知 , 必 有 一 式 成 立 , 故 式 O 成 立 ,从 而 可 得 原 式 . 
注 : 若 记 式 Ф 左边 为 7, 则 由 О. 式 得 到 


ac[7-( 二 + 十 )] +balT- (+ 3)] =0 


a, ЕЕ 
, b d'a. 2 
所 以 T3 M? Tad 
19. (2007.02.24) 简 证 一 :因为 
З a-b N a-b 
a*2b a+b (a+2b)(a+b) ` Gab - (a - b) (25 - a) 
x o a-b = (a - b)'Qb -a) co 


6ab Gab- (а - Б) (2-а) ` Gab(a *2b)(a +b) 
GER2b5 > /2 > a) 所 以 


L3 _ 2 „a-b a-be 
a+2 a+b” бар ^ Gabe 
3— 2.5228 3. .:2 7 
BEA < r ie” ed c3 c6? Gu 
将 以 上 三 式 左右 两 边 分 别 相 加 即 得 . 


(2007. 03. 01) 简 证 二 


3 
ЖЕТА Ze 


Lose 3 
*(2b - a 
> Errem +b)(a +b) 
20, (2007.01.17) 简 证 一 : 原 式 等 价 于 
XU) + abe > 4 
Фс = z,ca = y,ab = sys CR bn +у +z = 3, 于 是 去 证 


20 


此 式 易 证 . 
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Primary Inequality Proof 
(2007.01. 19) 简 证 二 : 原 式 等 价 于 
1 1 1 
У (272) 29У 
此 式 可 由 柯 西 不 等 式 得 到 , 即 
2 
a GEM... 
Z427 gas (na) 
21. (2007.01.17) 简 证 : 原 式 等 价 于 
3+ Fa > Uê +3 e 
be = x,ca = y,ab = z,z,y,z CR Jn + y +: = 3, 于 是 去 证 


>1 
а +2 


(Eo! (Уа)! 


зуи + Уу? > 
ау: У, x + 3(zyz)° 
Es = Yz =3, = Yz = abc, 则 上 式 又 等 价 于 
$255 - 125 - 302 20 o 
由 于 5 m Ans = 3V5 ,因此 ,要 证 式 O 只 要 证 
95, +6/5 - 123, - 335 20 
m 15-6-8520 
由 已 知 条 件 * +y +: = 3 知 zyz < 1, 故 易 证 上 式 成 立 . 
22. (2006.10.03) 简 证 : 原 式 等 价 于 


2 + abe > ac + Ра «cb 


此 式 证 明 可 参见 第 七 章 “其 他 不 等 式 证 明 例子 ”中 例 38. 
23. (а) 简 证 一 :a = ob = Le LU 


WE уг = Аых = u,zy = vA u,v € R° Ust Ф 
u(u - A) o-u) AQA -») Lg, 
vA Аш ш 
u'(u-A) + (v -u) +A (À -v) 206 
A +u e 2 Аи uw + 0А? 
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此 式 易 由 排序 不 等 式 得 到 . 
简 证 二 : 原 式 等 价 于 


= ук 


# Xa < Y be, WAR ® (03) 
I f> Ув 
简 证 三 : 式 @ 又 一 MEA IR: 题 95. 
(b) (2007.01. 18) 简 证 : 4 + — n 


* 
bectcsa a+b 


EN 
RR 


>3- رل ول ب Lb (аве)‏ 


+e e+a a+b 
G Vake -1) ۰3-3 =0 


i. ded EE 
Б+с*с+а*а+ а 


x: om 
fre era o = thee (p+ Trat 


1 
Ese Irk- Уру; 
A 


3⁄4 


Primary Inequality Proof 


9773 
27279 
24. (2007.01.26) 简 证 : jE a - ab +6 = e - cd + Ф = P(rz 0), 
(a +b)? -3ab = (c +d)? -3cd = P 
于 是 ,有 
(a + b) Cc +d)? - 4(ab + са)? = (P *3ab) (P +3cd) -4(ab + cd) = 
r & 3r (ab + cd) + abcd - 4(ab)* - 4(с4) = 
(P - ab) (P - cd) + 4ab(r - ab) + 4cd(r - cd) = 
(a - b)*(c - d) + 4ab(a - b)? &4cd(e - d)! > 
0 
25. (2007.02.09) 简 证 一 : 可 将 原 题 推广 为 : 设 > 0,i = 12, n R 
2,,0,,7,G, = 1, A > n -1 时 ,有 
S 


a 
+ла 1+4 o 


x > 0,1 = 1,2, n RE OD RF 


SERO ir. Фа = 2 


Я һ 
Ааа m pea, ARX SD © 
由 柯 西 不 等 式 , 有 
D î + Anna) ° š ARE, CET > ( 2 = 


$e ay > 


f ree 
Da taln - Dnm 
“ 

因此 ,要 证 式 @ 成 立 , 只 需 证 


is Хав Das, 


XeeseÓ ^ 


Hg (1 E» + (1+A)(m -n)s x, = „+ + An xxx, 


因为 A+l>n 
所 以 (1+A-n) Es EN WE a, 
所 以 又 只 需 证 


п(1 +A = n(x xax, + (1 + A) (n = п) аук, > An sux, 
此 式 显然 成 立 , 则 式 Q 成 立 . 即 式 D 成 立 , 原 命题 获 证 . 
(2007. 02. 11) 简 证 二 : 用 反 证 法 . 


" 1 n "E 
Vir Da, =5( = 12,72) ERO n «iM 


E LR 


(应 用 均值 不 等 式 ) 由 此 得 从, > 14e = 1 矛盾 故 原 命题 成 立 . 

26. (2007.01.20) 简 证 一 : 原 式 等 价 于 1 - Fa + Ebc- Y bed 20,1 
жө) у = 1, 记 as = Уаз, = ab+actad+bet+bd+ed,s, = Y bcd BD 
ES /ўа#- уа. Уо + ук. ГУ - Shed >0e 

УУ, а G -5) 4G -25) + 


Gi 725) Gb = 8)! 2 (sf -299 +s) es 
sid - 26s + 4з -29 - 4 206 


Gi -25)(0 -255) > 5 (ж) 


因为 ЕЕРЕЕ 


(这 两 式 易 证 ) MUERO), REE 


> (n-1)" 


Badass 
即 5,5 2 65, 
此 式 易 证 成 立 

ROK) 也 可 另 证 如 下 


XO e Yo! (Pe кор + Фа cd? + a! + ЁЁ - 2abed) > 


СХ, bed)? 
但 由 于 
айд + ИФ ~ 2abed = (ac - bd)! 20 
又 由 柯 西 不 等 式 有 
(à + þî Pd)? + edî + da + ab?) > 
(abe + bed + eda + dab)? ® 
由 @,@ 两 式 即 知 式 ORY. 


(2007. 08. 29 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 二 ; 由 于 2cd e + =1 -oz ~ 如 ,因此 ， 
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Primary Inequality Proof 
有 
2(1-a)(1-5) -2ed > 2(1 - a)(1-8) -1 + a? +6 = 
(1-a-58)! 20 
即 (1 -a)(1 - b) > cd 


同 理 有 (1 - e) (1 - d) > a6, 由 以 上 两 式 即 可 得 原 式 . 
27. (2004.01.22) 简 证 : 见 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 ”中 例 10. 
28. (2007.01.20) 简 证 : 原 式 等 价 于 
رو لال لبا‎ 
G +y: aeq "mS (ey 
a с 


9b ospenicstoemEAXSÁT 


1 
«3*0 D» * a+ a Ly >: 
其 中 ,zyvzvm CR LB хуи = 1. 
上 式 证 明 可 参见 第 七 章 * 其 他 不 等 式 证 明 例子 " 中 例 12. 
29. (2007.02.21) 简 证 一 : 用 反 证 法 . 


Ra < 让 ,由 于 ec>5> o, 则 e>1, 否 则 若 e < 1, 则 有 a+b+e<3, 上 + 


ll > 3738 а < 1, 否 则 着 a > 1, 则 a +b +e >з, LLL <3, 
FR. 
1,1,1 
又 因为 asbee eL LL 
所 以 oza-L-L«l-G49 =G +O) 
所 以 be>1 
因为 
所 以 
в Be -Pl = e) + be -1«0 (ж) 
但 


be - be? -be - e") +b -1 > Pe -be (о -1) +e -1 = 
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(Hg = о +1) (2-1) 20 


SR) 矛盾 . 
故 原 式 成 立 . 
(2007.02. 21) 简 证 二 :因为 
X L = Уа 
所 以 Ук = abe a < E F be)? 
所 以 X23 
所 以 
aj? ee > 
Je 
(应 用 契 贝 谢 夫 不 等 式 ) 


JERAR LD) >1 
30. (2007.01.30) RIE: 因 对 称 性 ,不 妨 设 a > b > с, 
P a ab(a - b) +ac(a - c) 
也 了 -工区 了 [AS a 
ab + ac ba 


ca 
Qd) (+a )(e+a) (а +Й)(а +8) 1*78) * 
[ ae E к M Cete 16-9 
Qe) +e) ° (e +a)(e+a) (d +8° )(a +8) اوي‎ 
A. s A 
[7 2) +e) (a + @)(a 9279 + 

ас ас 
Гауса (TP уьу! + 

ас ас 
Пату то (+) уьу! + 
يا‎ - l(a-b)m 
leare) (PY +B) 
° 


31. (2007.01.24) 简 证 : 我 们 将 证 明 较 之 更 强 的 式 子 
2(4" +1) (0 +1)( +1) > 
(a &1)(b +1) (e +1). (a +1) +(e +1) 
为 证 式 O, ЖЕ 
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2(a +1)! > (a +1)'(a' +1) @ 
2(а +1)'- (a & 1) (a! +1) = af - За? +3а* - 2а? + За? -3a +1 = 
(а? -1)! За? (a! -1) +3a(@ -1) = 
(а? - 1) (а? - 3a «3a - 1) = 
(а -1)(a-1) = 
(a -1) (а +a +1) 
因此 , 式 © 成 立 , 同 理 有 
2(0" +1)? > (6 & D'(O! +1) 
200 +1)? > (e +1) +1) 
# @.@.@ zt POLAR 
Па «0? > TIG + Па -a +1) = 


He +1. IIc? «0 


ee 


即 得 式 O. 
又 由 赫 尔 德 不 等 式 ,有 
Ic + > (Па +° 
即 得 原 式 . 


注 : 由 上 证 明 得 到 一 个 很 好 的 等 式 
2(@ +1)? = (a +1) (Q - a +1) + (а - 1) (а +а+1) 
或 2(a +b)’ = (a+b) (a? - ab +0) + (а - b)'(a? + ab + P) 
32. (2007.01.21) 简 证 :因为 
3G(1-a+a)'- (1 +а + af) = (1-a)(2-a +240) 20 
同 理 还 有 二 式 ,所 以 
[3(1 -а+а?) (1-6 + 8) (1 -e +e )]? > 
(1+@ +а)(1 P + °)(1 + e? жс) > 
[1 + abe + (abc)? ? 
由 此 即 得 证 . 
注 :(1) 注意 不 等 式 3(1 -a +a)? =1 + a +a',3(1 - a + a?) =1 + 
а? +a 等 的 应 用 . 
(2) 由 2(1 -a + a)? > 1 + ao:( 见 以 下 题 33 ШЕ) 知 ,本 题 结论 强 于 
Chapter 8 中 题 28 的 结论 . 
(3) B(1-a«a) 51 - a? +a", BU -a ta)” Sl - a* жах". 
33. (2007.01.21) 简 证 :因为 
2(1 -a +a)’ -(1+a*) = (1-а) 20 
即 2(1 -а+а)? > (1 + a^) 


349 


同 理 
2(1 -b+6)* > (1+6) 
2(1 -e +e)? > (1 +^) 
2(1 - d + qd)? > (1+0) 


所 以 
4(1-а+а')(1-%+)(1-с+)(1-4+Ф@) > 
O Fa O +O +I +d) = 
(1+ abed)* 
即 得 原 式 . 


注 : 由 上 证 明 得 到 一 等 式 2(1 - a a)! = (1 + a“) + (1 - a°). 
34. (2007.01.21) 简 证 
原 式 左边 = (ab +b" + a") (+0) (а +è + ae) > 
(ac + ab + bc)* 
(应 用 赫 尔 德 不 等 式 ). 
注 :该 题 的 推广 可 参阅 第 四 章 “ 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 ”中 的 例 22. 
35. (2007.02.01) 简 证 


d. کي‎ S 
Габ +be +ca ^ fa «b e dc dd 
dd + Маа + VBed + Jad > a «db «dc + des 


f. >» EN e‏ کا 


ab + be + ca 2 /abe(/a +} +€) 
此 式 显然 成 立 . 另外 还 有 三 式 ,然后 将 这 四 式 左右 两 边 分 别 相 加 即 得 . 
36. (2007.01. 30) 简 证 : id 
Дх) = 4(d +È) (b +2) ( +2) - 3(bex + cay + ab)! = 
[4(B +y) (é +2) - 30e Js? ~ 6abe(cy + br)x + 
[4а? (B + у) (é + 2) - 32 (cy + bz)2] 
因为 4(8 +0) (0 +7) -388 > 0 
x 
А = 36(abc)' (cy + bz)? – 4[4(0 +) (с 2) - 32] - 
[42 (? +) (e +P) - За? (ey + bz)2] = 
160(B + 07) (2 +22) 13007 + 3(ey + bz)? -AQ +y) (e +2)] = 
- 62 (P +y’) (0 + #)[ (be - 22)! + (bz - cy) ] <0 
所 以 Ax) > 0, 即 原 式 成 立 . 
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37. (2007.01.22) 简 证 : id 
Ke) = (a +b +e +d +e)? -Sac + bd + се) = 
ё +2(a +b «d-3c)e + (a +b +c + d)? -8(ас + bd) 
其 判别 式 为 
A = 4(a +b +d -3c)! -4(a +b ecd)! +32(ac + bd) = 
8(c-b)(c-d) <0 
(注意 到 a > b > c > d > e) AA 
| Ке) =0 
即 原 式 成 立 . 
由 以 上 解 题 过 程 可 知 , 当 且 仅 当 (c- b)(c -d) = 0 Ве =-(a+b+d- 
3c), 即 5 =c 且 e = 22 -а- 4, c = d ËB e = 2с -a -4 时 取 等 号 . 
注 :本 题 条 件 可 放宽 为 b > c > d,a,b,c,d Є R ET. 
38. (2007.01.30) 简 证 : id 
КЬ) = 6(a? +6? +e +d?) + (a +b +e +d)? - 12(ab + be + ed) = 
ТБ -2b(Sa + Sc - d) +6(a + e" +d’) + (a + e + d) - 12ed 
因为 
A = A[(5a + Se - d)! - 42(d + e + Ф) -7(a +c +d)? + 8404) = 
= 48(2a! + 2€ +40 + 2ad - Зас - 5ed) = 


-48[ (a - e +d)? + (a - 0 33€ - D) < 
0 
所 以 A5) > 0, 即 原 式 成 立 . 
39. (2007.02.01) 简 证 : ids = Уа, = У, be,s, = abe, 则 原 式 等 价 于 
(Ee: Ei- 2e ye 


к [уе У ke 


ea, [EEE p 


з» > [2 


3 + ay = 4555 227 ss ET -255e 
tti 725) «51 7258) < 2 ° ns] 283) ° (э 7255) 
此 式 显然 成 立 , 原 式 获 证 . 
注 :从 证 明 中 可 知 , 当 且 仅 当 #5 -号 = (а? - be) (b? - ca) (è = ab) = 0 
时 原 式 取 等 号 
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40. (2007.02.01) 简 证 : 原 式 等 价 于 
2X8. у, 二 -2> (Za Ely. x Lass Ф 
dis = Уаз, = Ybe,s = акс, 


фә @1-2н0064-2ш) dd us ро 
5 4 5 
(55)! + 18555, = 43] - 4808, - 278 20 [^] 


R Qe = [с + (a & B) L(a + Be ab? + 18abe[e + (a +Ь)][(а +b)e ab] - 
4[ (a + b)c + аЬ]? - 4abe(c + a + b)! - 2706002 = 
(a - Б)? -2(a + b) (a - b)! + (à + P + 4ab) (a - b)! - 
2ab(a + b) (a - b)c + a' (a - b)? = 
(a - b[é -2(a « b)? + (а? + + 45)? -2ab(a +b) +) = 
(a - b'[c* -2(а +Ь)ё ++ (a +b)? +2аЬ -2ab(a +Ь)с + ab] = 
(a-b) [e - (a +b)e ab]? = 
(a =b)?’ (e - a) (a - b)? 20 
故 式 Ф 成立 , 原 式 获 证 . 
注 :(1) 由 证 明 中 得 到 以 下 命题 : 设 a,6b,c € R, 记 
s =a +b +e,s, = bc ca + abs, = abc 
Rl (s)? + 185,55, ~ 4$ - 455, -273 20 
XBLOUS а,Ь,с 中 有 两 个 相等 时 取 等 号 . 
(2) 由 本 章 题 39 和 题 40 可 得 到 以 下 有 趣 不 等 式 链 , 即 有 以 下 命题: 
Васка У-У У, = = y, 则 


(1 + V1 8 y) x ° 

z< /2y-245 ә 

T -10 +27) <y [o) 

y < (x +2/х)* Ф 

ДЕК QD.) 34 BLOCS У, c)? = abel Y, a)! 时 取 等 号 ;不 等 式 @、.@ 当 


В а,Ь,с 中 有 两 个 相等 时 取 等 号 . 
41. (2007.01.21) 简 证 : 原 式 等 价 于 


>> 和 (ж) 


(a + c)(d +a) + (b +e)(e +a 


(5 +e)(d +a) 


(4 + d)(a +b) +(e+d)(d+b) 
(e + d)(a +b) 


а + с) (а +b +e +d) , (4 +d)(a +b +e +d) _ 
Hb +e +d (L+b +e +d 
2 2 


+ 


4 
由 上 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 a = c B b = d 时 , 原 式 取 等 号 . 
42. (2007.01.22) 简 证 : 见 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 13. 
43. (2007.01.30) 简 证 :因为 
(а+&+е)(х+у+:) = (a 4l ed) ey 2) =4 
所 以 
(Уа) (У) =4ў е. узд» 
(X4 +2} к)( Xe +2 у) =4ў See 
4ук. + УУ уи +2 гу к=з е. уз =12 
所 以 
6-2Ybk-Y»n*YXc-YX»nX2£6 у>» 
2X Erry Te Er. ук. T= 
2Yy oe: YA Db: уу: 
即 (VX: Y: - 0C УБ Dy +3) «0 
所 以 МУ: ууз <1 
所 以 
l> (Ze) X» 
Зас: У, а: 3ayz- Уа = 
36abexyz 
所 以 abeoz < Д 
但 由 以 上 证 明 过 程 取 等 号 条 件 可 知 ,aberyz v 者, 故 abezyz < ac. 
44. (2007.01. 22) IIE: 证 法 应 用 第 八 章 “ 练 习 ” 中 题 61 或 题 62 结论 
45. (2007.02.01) КЕ. 原 式 经 去 分 母后 等 价 于 
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Ук. YQ? + са) (& + ab) -3]( + be) 20 Ф 
由 对 称 性 ,不 妨 设 。 最 小 , 则 
Ebe G + ea)(e" + ab) -3IT(o + be) = 
(a+b)? + (a +b) "e" + [(a” + 02) а +b)? + арба? + bî +ab)]e + 
ab(a + b) (2а? +20 + ab)c + ab?’ (a? +i? + ab) — 
3[abe + (а? +b )e «2a? + abla + PP )e + ab] = 
(a! +b? - ab)e* - (a + b) (24? + 28 - бас) + 
(a* +6 + 3a'b + За - За) с - 
ab(a + b) (à! +b’ - 4ab)e + a' (a - b)! = 
[(a -b)*e* -2(а + b) (a -&)?ё + (a + Б) а - )'e] + 
[ab(a - b) - аа + b) (a - b)'e + ab" (a -b)] + 
abc! + ab(a + b) + ab(2a? +2b +ab)c + 2a! (a + b)c = 
(a - b)'(a +b - e) "e + ab(a -e)(b - e) (а - B) + 
abe(e + 2а%Ь + 2a^c + 2ab" «2c + ac + be + abe) > 
0 
故 式 O 成 立 , 原 式 获 证 . 
46. (2007.02.02) 简 证 一 : 原 式 经 去 分 母后 等 价 于 
Ук. Y 0G -be+e)(e -ca +a) -3][( -be +") 20. Ф 
为 以 下 计算 方便 , 记 a +b = x,ab = y, W 
RODEN = [e -x + (34 - 7y) — (а -3зу)ус + (x - Sx? + 7)] + 
(ze +y) -3[( - 30e - GP -3)8 + (a° – y «3e - 
IC? -3y)esyG -3у)] = 
же - (4 - 10у)е + (6? - Tay)? - (4* ~ 12у +162)cz + 
(а? -32у)с + (s! - 8y + 162) = 
хобо — 22e + #*)* + 10ye" + 17яус? + (1722y - 16)8 + 
32'ye + (à) -4y)* 20 
注意 有 172 - 16у > 687 - 167 = 2 > 0. 
注 :对 于 三 元 如 a,b e 对 称 式 不 等 式 ,不 妨 设 e > b > c, 然 后 展开 成 以 < 为 
主 元 的 多 项 式 /(c) , 记 x = a buy = ab, R] > 4y, 最 后 再 经 配方 证 之 . 
注意 当 a +b = sab = ув, a + =a ху, + = Z -3зу,а' + 
bt ea! Ay + 2y а” + = کے‎ - 52 y + وچ‎ s 
(2007.01.24) 简 证 二 : 设 > b > e, J 
1 A: 1 1 1 1 


P? t e +ea + ab * ab 
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于 是 只 要 证 
1 3 
Фай? ab 
此 式 易 证 . 
47， 简 证 一 : 原 式 等 价 于 


12 + abe Y bc -5 be > 0 Ф 
不 妨 设 a 最小, 则 由 已 知 条 件 a。 +b +c = 3, 可 知 0 <a<1,2<b+c< 
3, 现 在 我 们 先 来 证 明 
12 + abe J, bc -5 be > 
12-3 e) - Sa(b +e) E +e)“ + ieo sole 
b 


[5 - Jalb +e)? - abe - (b +¢)] + ( z >o 
由 此 ,只 要 证 


5-20 +e)? - abe -a(b + c) 20 
EREM >S -Jalb +)? -Lal +e)? -a(b +e) = 
5-1щ(3-а)#-а4(3-а) = 


$0 -9a а?) > 
0 
(注意 到 0 < a < 1) 于 是 ,要 证 式 (D 成 立 ,只 要 证 
1-569 -5a( +e) + аб +e)“ + Та e) > 09 


12 - $3 - a)? - Sa(3 - a) + e(3 -а)* + aG - a)? 206 


(1 - a)* (12 - 15а + 18а? - 322) > беэ 
(1 - a)*[3(1 -а)(4 -а) «34 (5 -a)] >0 
由 0 < a < 1 知 上 式 成 立 , 故 式 成立. 
(2007. 01. 23) 简 证 二 :由 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " 中 例 14, 有 
5 -4s5 +9, 20 
X. s, = 3, 因 此 得 到 


9 «35 
5$ lr 


355 


于 是 ,要 证 原 式 成 立 只 需 证 


* $15 > 5(5, -1( >0 


故 原 式 成 立 . 
48. (2007. 02. 03) 简 证 : 由 本 章 Chapter 8 中 题 34, 有 
21 + 18abc > 13 Y, be 
因此 ,只 需 证 
12 +9abe 、21+ Lebe 
7 > 
1 > abe 
RAE +b +e = 3 知 成 立 , 原 式 获 证 . 
49. (2007.02.04) 简 证 : Ès = Уа, = Y bc = 3,2, = abe, 则 原 式 等 


价 于 
S 355 + 105, > 10 
即 
Е i +9, Ф 
下 面 分 两 种 情况 证 之 . 


(а) #3 <s < 2355329 时 (注意 到 % > FF = 3) ,因为 
si -4s5 +9, 20 
( 见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14)s。= 3, 所 以 
-si +125, 
s» cin 
所 以 要 证 式 ,只 要 证 
-5 +124 >10 -4 +91 
9 10 
4-39, 490 < без 
(5 -3)(2+35 -30) «0 ® 
因为 


3&5 «cit yp 


-(s -二 与 4 加 )( 235483 >o 


$35 -30 
所 以 当 3 < < 73D 时 , 式 加 成 立 ,从 而 式 四 成 立 
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D وچ‎ < AAD у 


alsi - 4, 95) +35 (d -35) 


sis 355 -43 = Р 20 
1 
x .=3 
-» و‎ 
жщ 226-37 R-i o 
35 s 
所 以 要 证 式 (D, RIE 
12-5. 10-5 «95 
5 10 
即 
si - 1922 - 10s, +120 > 0e 
(s = 3) (33 +3s - 10s, - 40) 20 [o] 
因为 „> 23849 y, 
所 以 


si +3] -10%, -40 = s (1 35, -10) -40 > 
4 x (4 +3 x4 - 10) -40 23250 


х 5-320 
所 以 当 s > 23539 时 , 式 国 成 立 从 而 式 四 成 立 
BE EMERE 


ВРЕЛА a,b,c, its = Zas = Y busy = abc WE 
以 下 常用 式 子 
si -4s5 +9, 20 
£f -Shs +655 +4220 
ds 355 -4d 20 
50. (2007.01.30) 简 证 : НЖ 55,9 
LES 22° 
6+Xa 
于 是 
ба +0) 0+0) (ежа) +7 -5Уа= Za- Xics6-5SYas 


Deg eem. = 


4(Xa-3) з) 
6+ Sa 


>0 


51. (2007. 02. 17) 简 证 
3 
а 


0 
F 
Tamare)" Deri ra 


а Š a ii 
> (а + ac + ab)? — > (a+b+c)' а+Ь+с 
52. (2007.02.20) 简 证 


icu aug 
ye _1+b+e _ -3+2Ze_ 
(a+b + с)? (Xo 
а+ўа)(3- Уа) 
(Xo 
53. (2007.02. 06) 简 证 : 原 式 经 去 分 母 化 简 后 等 价 于 
-6 + (2 - 8r) У, а? +2(r -1) E (а? +0?) (а +è) + 
ЗП +e) >o 
HERA] у be = 3, 即 


<0 


-e Ey ca? n ye (Ey 2-۰ 


{з= E ey vo. DES +3[I0 +e) =0 


dis = Уаз = 也 be 3,5 = abe, 则 上 式 经 整理 得 到 

6(r = 1)sis, + (27 ~ 32r + 51) 282 - (12r - 120)555, — 

(6 - 46r + 84)s} - Sásis, - 278 > «0 

6(r - Usi 735)! + (r -1)2r +6) (32222 -33) +4(r - 1) (3 - 3555) + 
213152 - 445) - 5455s, + 1085,55, - 2781 < 0 

由 此 可 知 ,由 于 r > 1, 要 证 原 式 成 立 , 只 需要 证 


2114 - 448) ~ 54з}з, + 1085,55, - 2702 > 0 Ф 
因为 5 £35,42355 
所 以 Gi = 38,) (82 7355) 20 
即 > 30 9555 
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因此 ,要 证 式 (D 成 立 ,又 只 需 证 

21(33 + 3з}, — 95,55.) 2 445] + 54813, - 1085,55, + 2755 
即 195 + 9525; > 81555 + 275 
此 式 易 证 ,事实 上 ,有 


193 4955s, - 815,55, -273 < 54555 + 9808; — В1зуз,зу + (号 -273) = 
913,032 -35) + (2 – 270) 20 
54. (2007.03.10) 简 证 一 : ids = Уа, = E be,s, = abc = 1, 则 
1 3 8 
RZ a mae U Па +a 
ix 1 1 a XEstXEk-6 
Lie Tr Teel ^ TIG +a) 20 
3-25: ук. у (6-с)? e+ Zb -6 o 
apa +a) (1 «50 же)? Па +a) 
G+2Xa+ ук). X (1 +a)*( -o? -2]] 1 +a)? - 
(Xa* Уе -6) >06 
(3 +25 +31) (282 + 23] - ба, - ба, + 2113, = 18) - 
2)2 +з, +з,)%(з, +з, -6) 206 
54-75-75 +20 +28, - 2518, -3 бе» 
(s 75)! (5 73)! + (s -3)(s +5) +4(5 -3)( -1) 20 
Hs = a +b +e >3 Vabe = 3 知 上 式 成 立 , 故 原 式 成 立 . 


71 50e 


e 


(2007.05.28) 简 证 二 : s» у = тру = Î, illi abe = LA 

到 
1 
Пс -0 =1 

an 1- Ух + X»x-2 = 0 

йз = Ух = Eys = zyz, 上 式 可 写 为 

1-545-25 20 Ф 
аа f) M 


Жз) = Y. +5zyz-1 = n = Зузу + 8s, -1 
HR D 4825, = 17 5 +5, 代 人 上 式 ,并 整理 ,得 到 
f) =з} = s -4)n -4 +3 9 
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另外 ,由 已 知 条 件 及 式 OD, 516 
0cs-1«5 < 
又 由 于 
fü, =1) = d = Gs -4)(8 =1) -4 +3 = (5 -1) > 0 
кё =й - (s -4) Eas 43 = Fos -3)20 
因此 ,由 一 次 线性 函数 性 质 知 
f(s) =0 
BARRIL MEAM a = b = с = 1 时 , 原 式 取 等 号 ， 
注 :由 证 明 过 程 可 知 , 原 题 条 件 可 放宽 为 : 设 a,b,c € R^, Babe < 1, 结 论 


仍 成 立 . 
55. 简 证 一 : 原 式 等 价 于 


6УЎк+ Xa: Yic-9Y 220 Ф 
不 妨 设 a 21,8 abe = 1, 有 
6Ук+ Xa: Zbc-9F a = 6с +6a(h +e) + a(bî +e) + 
аЬ +e) + be(b +c) + 3abe -9a -9(b +c) = 
бо) (ба жа? - -9) ca +e)? -9a +1 
下 面 我 们 证 明 
É (0ке) (бажа? +19) talb +e)? -9а+12 


52. iic(ón + a + Û -9) +4abe -9a +1 Ф 
KOZH - ЖЛ = (ба + a? + Û -9) (5 - 4 наб - 4 GE e ey = 


[6a + а? ++ -9 +а(% + /e)2)(5 - 4c) > 


(6a +a + Û -9 +44. 工 )( - 4e» 


而 баа 1-9 +4۰ [T эб+ї+ї+4-9>0 
所 以 式 回 成 立 , 即 
65+ Ea: Xi -9Xo2 © +2/с(ба + a +Û -9) + 
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4abe -9a +1 = + 
a 


2E ва +? +1--9)-9а+5 © 
Sa = *, 则 = > 1, 于 是 


$ +2 [1 (ва +a +1--9у-9а+5= 
a Ne a 

6,2 sod 

EAEG tatt h-o) -9 +5 = 
bos تو‎ cant es? -18 +6z+2) = 
(2x - 52 + 10x +2) 


易 证 当 x 1812s - S? + 10z + 2 > 0, 下 面 用 初等 方法 证 之 , 即 
A -5x + 10 +2 = ی‎ ROEE- ETE -Ze +10: +2) > 


(P+ 2 = 


Gig y. 0 
于 是 ,由 式 O 即 知 式 ORY. 
(2007.01.27) 简 证 二 ; ids, = a +b +e,s, = be + ea жайы, = abe = 1, 
n 
d -4nss «90 20 
( 见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " 中 例 14) 由 此 有 


la. 
P 3.9 
因此 ,只 要 证 
95 01.13 
жэ Өй 90 +24] +9 - 81 206 
5+9 


(з, -3)[(s – 3)? +3( -75 +18)] 20 
(注意 到 s > 3) 即 证 得 原 式 . бе 
BO) 由 以 上 证 明 可 以 看 出 ,车 a,b,c C R^ H abe = 1, 则 必 存 在 最 大 正 


Sut Y be > Gc ei. 
u+ Xa 
(2) #a,b,e € RC, Habe = 1, 则 有 
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9YXa СУ а)? +9 
= Zes се 
56. (2007.01.28) 简 证 
2(1 + abe) + /2(1 «a )(1 $9) +e) = 
2(1 + abc) + 2L CX, be - 1? + ( Xa - ab) ] > 
2(1 + abe) + be -1 + F a- abe = 
1+ Ya + F be+ abe = 
(1 +a)(1 +6)(1 +e) 
57. (2007.01.29) 简 证 ; 我 们 将 证 明 其 更 强 式 
+0) "n 
rpa ++ © 
当 a,b,c 有 一 个 为 零 时 ,不 妨 设 。= 0, 式 D 变 为 
22 


DD 
BRR. 
Hab РЕЗИН, GE = яр = у,® essa ER лу: = 1, 则 式 
MES 


lty ——.- 
Eye io» e 


E +у:)(х +у)(«+:) =2[] (y +2) +86 


У +3 + s+ (Fy) 22а: yr +6 


(У + (Dye)? + У (з +x) 22У yr +6 ® 
因为 жуг =1 
所 以 了 (0z+x) 26 
又 (Ie)? + (yz)? 22У Y» 


所 以 式 图 成 立 , 即 式 加 成 立 , 式 O RIE. 
58. (2007.02.20) 简 证 


Е +e) a(b +c) 2a(b +c) 
У Гаты "> асау Ze 


yn). 2 a(b +e)? 


(а +) (а +e) (a+b)(b+c)la+c) ` 
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2(a e b) (b + (e +e) + Вас 2 
(a +b)(Š * c)(a +e) 


注 : 本 题解 决 关键 在 于 分 子 有 理化 , 从 上 证 明 中 可 得 到 更 强 式 
ПОЕЗД Babe 
У e rhe 2 2 * a +B) +) ано) 
当 且 仅 当 a = b = eS a,b,c 中 有 一 个 为 零 ,另外 两 个 相等 时 取 等 号 . 
59. (2007.02.05) 简 证 : 由 对 称 性 ,不 妨 设 > > <, 则 
(a-b)a-c) | (a-b)(b-c) , (a-c)(b-c) 
Neon oh = ТУ A Ele) (ea) +ca) + (as D +ab) T 
(a - LG? = P) een) (Po)(a + be)] 
жо) (e + a) (а? + be) (P + ca) 
a -c)(b -c š 
(a +b)( + ab) 
(a-b) [e(a +b) неба abel?) =e], 
(b +e) (e +а)(а* + be) (Ë + са) 
a - c)(b - e 
(a «D( + ab) ” 
60. (2007.02.09) 简 证 : 由 对 称 性 ,不 妨 设 a > b > c, W 
l 2a a -b)(a-c) + a(a - b) +а(а-с 
Zor рны x ec alas F1 ك‎ 
(B =e). _ (a-i) -e) 
+0) (За + be) (ç a) P. + ac) 
eab) a-b) y, 
(b +e) (За? + be) (e + a) (30 + ac) 
b- elb у, 
(bc) a! + be) (a +b) (3c + ab) 
габа) 二 SE 
(bc) + 5с) (a +b) (32 + ab) 
a-e(b-c) 
(a +6)(3e + ab) ™ 
cla - b(a! + ab +b? + 3e + 3e e) , 
(5 e) (c + a) (За + be) (3° + ac) 
ela - b! + (at - P 
C+ oe +a) Ga! + be) (3 Fac) * 
alb - e) «a (P - e à 
(с +a)(a + b) (3 + ac) (3с? + ab) 
bla - e) +000 - e 
(b +e)(a b) Gd! + bc) (3c + ab) + 
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a - c)(b - e 
(a +6) (3с va)? 
61. (2007.01.23) 简 证 


sya + = er ar ан аз Уаз 


"fX Уа 
fe Sa 
于 是 ,只 要 证 
А 
(ya ур 
6 = > 18 


XHF YX a = 3, 因 此 ,又 只 需要 证 
А 
E e ауду 


m (X028. Уа 
此 式 由 Chapter 1 中 题 3 已 解决 
62. (2007.01.24) 简 证 : 注意 到 a + b + c = 3, 将 原 式 去 分 母 化 简 后 得 其 
等 价 式 
- 16 Y bc + 13abe - abe" 20 

因为 a+b+e =3 
PI а,Ь,с 中 必 有 一 数 不 大 于 1 不妨 设 0 < a < 1, 则 

36 - 16 Y, be + 13abe -ae = 36 - (16 = I3a)be - 16a(3 - a) - a (bc)! > 
36 -48a +1647 - (16 - 13а) (+8)? - СЕ 


ton ^ 
36 -48a + 16a? - (16-134) GÙ PG t 


16084 - 201a + 160a? - 54а? + 12a* - а?) = 


1601 ~a)? (84 - 33а + 10a? - a°) >0 


(注意 到 0 < a < 1). 
本 题 也 可 以 先 齐 次 化 后 证 明 . 
63. (2007. 01. 30) 简 证 :因为 


X „>n, n> 502-4) 
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又 因为 >= n>4 


E (2-a) > 4n +4 (2-а) =n: È (2-a) Ф 
#2 - ai(i = 1,2,…,n) 均 为 正 , 则 
Be IÈ 0-a en Ф 
式 四 与 @ 矛 盾 , 故 2 - ai(i = 1,2,…,n) 不 可 能 均 为 正 , 即 
maxia,,a,,7*,2,] 22 


64. (2007.01.28) 简 证 : Ж a > b > “, 则 易 证 
(a +) (а - c)! > (b +e)(b - e) 


TR 
13 3_2 be 
Di ур-ра s 
E6*:90-) Y0G-o 
2 TIG +e) зу. 
У (а +30 +32 -2 be) (b + е) (6 - e 
6По +o) Уа 
因此 ,只 需 证 
У, (а? 38 +30 -2Y b) (6 жс) (b =e)" =0 
因为 
e +30 +30 -2Y be > 2F, a -2Y be 20 
b +32 +3 -2 be > 2F а -2Y, ie >0 
x (a +e)(a - e) = (b +c) (b - c) 
所 以 


У, (а +36 +32 -2Y ьс) (6+ с) (6-с)? > 

(а + 3? +32 -2Y be + bî +30 +30 -2 у, bc) (b +e)(b =e)? = 
(4a? + 4E +62 - AY bc) (b + e)(b - e)! 20 

65. (2007.01.23) 简 证 一 

原 式 左边 - 右边 = eo). а.а) p бак). 


+a Z7 
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аба - b) +ac(a =e) belb =e) + ba(b = a) , 


ГЕ e.a 


ca(e - a) +eb(e -B) _ 


a. 


aba - P) gos ED 


мотоб up * 


acla -e)p F uM 
y, letb (a - 0) ao 


(+e) жа?) 
(2007. 01. 25) 简 证 二 


mro XU *2 +ь+е] >3 工 ae 


XS X hei 


bte ben g3 ° _ die 
Бүл aD? xe TX 


Хк. 33s. y += 
Ee 2bc( 8 + e) 


you (b Yl b *c)(b-c 
kE e LDAA 


g 7 +2 *2)0 - e)3 =0 
不 妨 设 a > b > e, J| a - P + > 0,a +b" - 2 >=0, 且 可 证 得 


bla +e) (a -e)* „ a( + e) (b - e)* 
+ Ӯ +0 
3 Qes (a +e) ED < alb te) - PED, 


за 06-646) > e)۵ - bes 


МАА Ж E 
2ab [ESTE T8) b) 2 (a -b) 


因为 bc>0,a-b>0 
所 以 只 需 证 


° 


Ф 


2ab(ab + ас) > (a? +) (b + ¢) 
m 2a? (P + bc) > (à + P) + e?) 
此 式 显然 成 立 , 故 式 @ RIL. 于 是 
a(bec)(-a + 8 ed), _ درے‎ 
У rz (b-c) > 


ае) (саан) розу 
Pd 


Fav 
a 
a(b 20-2 (саанда Ead) 
E 
ac (b teb -o > 0 
[ES 


因此 , 式 D 成 立 ,从 而 原 命题 获 证 . 
66. (2007.01.31) 简 证 

TIG +e)? - 4а +) = [(a +b)e + (а +b)'e + ab(a +b)]? - 
[4abe* + 4(а? + P)? + Babe" + 4ab(a + Р) с +442] = 
(a -b)*e* +2(a +6) [246 - (a - b]? + [(a +b)“ + 2ab(a - b)! d + 
2ab(a + b)[2ab - (a - b) ]e + a' (a - b)? = 
[e - (a +b)c + а] (a - b)! + 4ab(a + b)? *4ab(a +b) + 
Aa'l (a + b)e 20 


Chapter 8 


Final problem set 


. 
b; 
1. (2007.02.28) E: Y, [212 >з Tet sene sos 


По +1) ,事实 上 有 
IIG+eo-II+D = (Fa -3)( be -1) +2( 6-3) 20 
故 原 式 成 立 . 
2. (2007.03.27) 简 证 : Фа = = е a € R* , 则 原 式 等 价 
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T 


ma» 
Уяу”? Ф 
由 柯 西 不 等 式 有 
e. کے‎ 2 
Уу ed У Z= > (I @ 
x 


Уу Ух +3лу < ГУ, х (ху: + Зуй) = 
М(х +y +a) (y + yr + x + xyz) < 


[+ +) ‘(e +y +)" = 


ey +) ® 
( 据 第 三 章 * 放 缩 法 证 明 不 等 式 " 中 例 5, 由 O ORMUR Ф). 
3. (2007.03.30) 简 证 : iBs, = a +b +e = 3,5, = be +ca +ab,s, = abc, 
则 


2 45 - 75, - 35 +27 
E y Su mtm - 
45 - ls, - 4$ — os +273, 
4*545 
因此 ,只 要 证 
45 - 113, -43 - ss +278, 20. 
将 式 QD 齐 次 化 得 等 价 式 
Ssi - lss, ~ 365,3 – 2755, + 81313, 20 
因为 (3 7455; £95) (31 -35) 20 
m si -Tss + 1258 - 275,8; +9318, 20 
所 以 


ROEN = 5(э} - 708, + 12535 - 2155 958) + 
245,3] - 4з, 95) 4365 (8 -35) > 0 
从 而 原 式 成 立 . 
4. (2007.02.29) MIE: Ea? = z, = y, = zd! = w, 于 是 原 式 变 为 去 
证 明 
У оз) <4 Ф 
其 中 ,x,y,z,w CR Hxeyeztw = 4. 
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下 面 证 明 式 Ф. 
16 Y, (yu)? = 16У, (ym у) < У, ymwly+z+w4+1) = 
了 rm(5 - x)? = 25 У, уло - 40xyzw + xy Ух = 
25 Y, уло - 36xyzw 
因此 ,要 证 式 四 ,只 需 证 
64 > 25 Y уло - 36xyzw 
注意 到 x +y +: + = 4, 将 上 式 齐 次 化 ,得 
СУ х) -25Y s: У уле + 14Azyzo > 0 Ф 
即 证 式 @ 成 立 . 
现 应 用 增 量 比较 法 证 明 式 O. 为 此 , 设 x>y>z>tz, 且 —— 
x=u+e+B+yy=w+e+B: =w+a a,B,y ER 
则 
СУ х) -25Y x* У уло + Máxyso = 
[4w + (За +28 + y) ]* -25[4ш + (За +28 + y)] ° (4и? +3(За +28 + y)î + 
2(3 + 408 + 20у + By + Ë )u + (а? + 20'В + а?у + ову + a )] + 
144[w* + (За +28 + у) ш? + (Зо? + 408 + 2ay + Ву + В)? + 
(а? + 2028 + оВу + ау + af )w] = 
(210? +2808 + 14ay + 28у + 286") ш? + w(13a? + 26028 + 13y + 
ЗЅарВу + 35a" + 220ү + 218?у + 238y' + 148! + 8у?)ш «2o? + 
408B + 20?у + ПаВу + Пав? + ay? + (28 + y)! 20 
HR ® 成 立 , 从 而 式 CD 成 立 , 原 命题 获 证 , 
式 @@ 另 一 证 法 :由 以 下 四 个 基本 不 等 式 
sj = 4918, 955, = 165, 20 
55-48 355 20 
4-355 £124 20 
$5 = 16, 20 
(参见 《中 学 数学 教学 》( 安徽 ) ,2007 年 第 2 31, 杨 学 枝 文 ; “从 一 道 不 等 式 谈 
E”) 可 得 
si - 25, + 144з, = (31 ~ 418; + 95,5 - 165.) +40313, ~ 4 355) + 
16032 -355 + 125) +2(ss = 16) 20 
这 里 | 
s -xtytrtw 
э = xy + xz + m + yz + yu + ze 
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a, = угш + хло + хую + xyz 
s = луг 
注 : 同 以 上 证 法 类 似 可 得 下 面 的 命题 
命题 : 设 a,b,c,d CR, Уа = 4. 求证 
Y Gen «4 ® 
Fay €R ,Нк+у+:+и = 1. 
fü: Фа = x, = y, = z,d = w, Jx = 4, 上 式 变 为 去 证 明 
ЗУ, 620 = 3}, Gm : iut) < Y yey +2 +) = 
也 7m(4 -z) = AY уло - Axyzw 
由 此 可 知 ,要 证 式 @, 只 要 证 
У уло -mmo <3 
注意 到 * +y + z + = 4, 将 上 式 齐 次 化 得 
3( Fx)“ - 609 Fx Y. уло + 256xyzu > 0 Ф 
Шш ЕҖ@ R E=: Y уло > 16xyzw, 即 得 式 Ф. 
以 上 证 法 可 以 进一步 将 上 述 两 个 命题 推广 ,但 需 用 到 下 面 的 猜想 . 


HORSE CR ,i = 1,2 记 
sz Ba = mayta, + + н. = дул, 
Ri -(n-1)*'ss,, +R [(n 21) -2?]s 20 
HAN“ a, 
5. (2007.03.27) 简 证 : WOES AES 
1 
7 с - 
4 а 


* 一 二 <: 
Л +3. 
此 式 证 明 可 参见 《不 等 式 研究 通讯 》,2003 年 第 3 期 (总 36 期 ) , 杨 学 枝 文 : 
“对 一 道 不 等 式 问题 的 解答 与 研究 一 一 谈 “ 做 数学 ”的 初 浅 体会 " ;还 可 参见 
《中 学 数学 研究 )( 江西) ,2006 年 第 2 期 , 萝 明 断 文 一 道 西部 数学 奥林匹克 赛 
题 的 潮 源 与 推广 ”. 
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Primary Inequality Proof 


6. (2006.08.30) 简 证 : 分 别 见 第 七 章 * 其 他 不 等 式 证 明 例子 " 例 33 中 的 
(47) (48) 两 式 . 


7. (2007. 08.28 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 : 记 5 = LY bus = 2b -bi =1, 
2,…,n, 则 原 不 等 式 等 价 于 


“Уа ER» Ta-b) Ф 


又 由 于 
ex RARE DONA 
f= ҳо b) 4 - 4b kh + укн 2i 


f^ t 
因此 VL’ Db = (Dei Уя > XaQOb-h) 
RROD aA „®- > 0 时 取 等 号 
8. (2007.08. 29 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 :(a) 我 们 只 需 证 
(а, +a, ++ + ay)” 2 Ааа + аа + °" + aaa) 
Hx ER, Ea < z < oa, 我 们 有 
(а-а) (а, 73) +(x- a) (а-я) ++ + (x-a) (a, = x) 20 
上 式 可 变 为 
Akx(a, + a + + ay) > AE! + 4аа + аа + + цац) 
由 原 不 等 式 ,从 而 只 需 证 明 
(a, + به‎ + + au)! < 4) +a, + ۰۰۰ + ay) - 4822 


b-b, 


等 价 于 
(a, +а + + ац -2kx) > 0 
上 式 取 等 号 条 件 为 
ESG€lt2,-k-11). 
(b) 我 们 只 需 证 


(a, +a, + au)! > 4k(aa,a asa + + aum) 
上 式 等 同 于 
(b + ba + + bu)? m AES + bba iba) 
(b; = a, + anul Si 5 2k) X 
==: <, 
由 (a) 的 结论 知道 ,上 式 成 立 , 且 取 等 号 条 件 为 
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Wut Eon € 
Gana = аа = "= a. =b 
a, + a + + a = 2k(a +b) 
XH a,b € R,a <b, Ej E11,2,…,k - 2]. 
9. (2007.02.25) 简 证 : 见 第 三 章 “ 放 缩 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 16. 
10. (2007. 02. 03) 简 证 :因为 
9(1 + a“)” -8(1 + a” + a)" 21-162 +27а° -24a +27а' - 16а? + a" = 
(1 - a)*(1 + 4a + 10a! + 4a! – 2а* + 4а° + 10a* + 4a! + a") > 
0 
所 以 9(1*a*)! > 8)1 +a? + (° 
同 理 有 


9(1 + 0°)? > 8(1 «DP i)? 
9(1 +e)? = 8(1 +e? +e) 
将 以 上 三 式 左 右 两 边 分 别 相聚, 并 应 用 赫 尔 德 不 等 式 , 即 得 
9 *a)0 +8°)(1 +) 28L se «d) +P +) +e +°)? > 
8? ‘ (1 + abe + ab") 
由 此 即 得 原 式 . 
TES + a“)? > 8(1 + a + a) (a =0). 
11. (2007.00.03) 简 证 : 见 第 七 章 “ 其 他 不 等 式 证 明 例子 ”中 例 6. 
12. (2007.02.25) 简 证 一 : 在 平面 上 取 点 P, AP 出 发 作 线段 PA = a, 
PB -b,PC = c, 且 射线 PA 到 PB,PB 到 PC,PC 到 PA 的 角 均等 于 120°, 连 4,B， 
C 得 A4BC, 记 BC = а',СА = Ь',АВ = e', 则 原 式 等 价 于 


(Emmy. У 529 
因为 (УРА) >? Ue Уа? 


《 见 刘 健 ,Bottema 不 等 式 的 推广 及 应 用 《福建 中 学 数学 》,1994 年 第 1 期 ,8 - 
10) 所 以 又 只 需 证 


оУуье- Уа"). У وح‎ 
此 式 为 已 知 不 等 式 . 
MEZ: dis = Lasn = Yes = abe MA 
ажа Wy se 


等 ,于 是 原 式 可 写成 


Primary Inequality Proof 


2305, +903, - 688 +90 206 
SL -3з,)* +s(s - 4615, +95) 20 
由 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14 知 上 式 成 立 . 
13. (2007.03.30) 简 证 : 参见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 22. 
14. (2007.04.06) 简 证 
24 -r-e 
ir prr: С 3 
E (Fera -bete г 
(a +b - c)(a - b)(aà* - b*) 
Ey. ura) = 
У, (a +b -e)(a? -ab +10) (а - Б) (а - i) 20 Ф 
由 对 称 性 ,不 妨 设 < > b > с, Ша -с2 b с,а" - e" > b" с", (а - b) + 
(a" - 0") 20, (6-с) (* - e") 20, (а - с) (a" - с) >0, 因 此 ,有 
У, (a+b -e)(a - ab + 0) (а - b)(a" - 1") > 
( +e- a)(b? = be +e*)(b -e)(b" - e") + 
(e +a -b)(e -ca + a*)(a - e)(a" = e") > 
[( +e = a)(b = be +e) + (e +a -b)(é - са +a) ](b -e)(b" - e") > 
СО = a)(b" - be +e") + (a -b)(e" -ca + a?) ](B - e) - e") > 
[(e -ca + a^) - (Ë -be +e") (а -B)(b - c) = e") = 
(a +b -e)(a -B (b с) - e") > 
0 


15. (2007.08.29 , 摘 译 自 原 书 ) МНЕ: 首先 我 们 将 证 明 当 a ,a,,…,a, € 
{а,Ь} 时 ,左边 的 式 子 是 最 大 的 . 为 了 证 明 这 一 结论 ,把 a,,…,a, 看 成 是 固定 
的 ,运用 反 证 法 , 若 

Ka) =a + a +5 + a, mV 

是 最 大 值 且 a < a, < bili F fa) > Ла) Mf(a,) > f(b). Ez, = Ya ET 
所 有 的 i) Ake = Ya,d = (e < x < d), A 
Ка) -f(a) = xi -e n(x, ers = 


+ e" — nays.) > 0 


(m ce) GP жарас в 
我 们 得 到 
apia ete te? > ngea, ° 
类 似 地 ,从 
f(a) -/%) = x; - d" -n(x = dx x, = 
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(x, =d) (а + Ф 0 
我 们 得 到 
> exp d eee + di Ф 
xO +Ф# 
xpo > d + ad + + sa 
显然 这 是 不 成 立 的 ,所 以 能 够 充分 认为 当 ai ,a,,…,a, € la,b| 时 ,左边 的 式 子 
是 最 大 的 , 故 只 需 考虑 a， = ca = aa 和 at = а, = DUX k € l1, 
2,…,n - 1. 原 式 归纳 为 
(n -k-1)a + (k - 1)b  na*b* > (2n - 2) ab 
这 个 立即 可 由 算术 — 几何 平均 值 不 等 式 得 出 . 
当 n 宇 3, 等 号 成 立 条 件 是 当 且 仅 当 a = 0 时 ,其 中 有 一 个 a 等 于 0, 并 且 其 
а, #F b. 
注 :这 个 不 等 式 是 USA 2000 4 IMO 选拔 赛 的 试题 的 推广 . 
H a,b,c 为 正 数 时 ,有 
a +b +c -3 abc < 3max| (Ja -45)*, (B - ye)’, (Ус - fal 
16. (2007.02.01) ЖЕ: 参见 第 一 章 * 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 23. 
17. (2007.03.30) 简 证 : 经 去 分 母 整理 , 即 证 明 
3(a + by + e) + (az + bîy + z) > 12abe 
由 上 题 (16 题 ) 有 
З(ах? + by? + cz) + 3zyz > 12abe 
又 由 Chapter 1 中 题 15 的 证 明知 ,有 
ax + у + сї: > 3zyz [o] 


RO + @ mt. 
18. (2007.02.26) 简 证 : 由 于 ( Y, т) *Xab2(Na Bg, RE 
Са)? 9 
Ze уа 
即 
(Za) 29У (ж) 


(Fa) -27( к) Уа = 
(E a)“ -27( в) СУ а) -2 be] = 
СУ, а)* -27( а) У be)? + 54( У, be)? = 
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(CX а) -3 УСУ, а)? «6X5 20 
КОЖ) 成 立 , 原 式 获 证 . 
19. (2007.08.28 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 ; 由 于 
ла 


1y 1 Ха 
XX? ЫС аг 
энге 
"ER 
之 = za 
因此 ,只 需要 证 
mi tante 
(a - 1D) аба" +1) -2(a" +a"? +- +a +1)] >0 ° 
M 
因为 as د شل‎ 
x 


n(a" +1) -2(a +a"? ea +1) 


Be -1)(а -1)20 


иҗ O 成 立 , 原 式 获 证 . 
20. (2007.08.28, EÊ IRB) 简 证 ; 设 。 = LY ан ааа, 
жах. 


n n n 
即 L жола“! 
因此 ,要 证 原 式 成 立 , 只 要 证 

na-n+1> Ула“ -n les 


[1 + (n -1)(1 -hj >n- 
又 由 贝 努 利 不 等 式 知 ,只 需 证 
1e -1()1 -十 ) а-ә 


(n-DtG -0a-D -a-d91205 


rz 
а 


D-DD +10 91205 


c-Da-Dta-D«a-Dsessa-d120 


由 a > 1 知 ,上 式 显然 成 立 . 原 命题 获 证 . 
21. (2007.04. 06) 简 证 


Уа +e) = YXa(a^ +07) 22Y (ab-ab?) = 
2X (a)? > 
s „в 
(жя > 1). 
22. (2007. 08.29 EE HRB) ИЕ: (а) 利用 代 换 法 = у = 志和 
= = ТШ = Yale > 1, 我 们 有 zz = 1 和 


ай = Пу др 
因此 ,只 需 证 
好 1 
等 价 于 
Fla Tiny 2:20 
y Н x 
Hif(x) = xln x 是 凸 函数 ,通过 Jensen 不 等 式 我 们 得 到 


zy.: 

La. 
logasel.gnyslodnrm (S+ 1.2 iE 
y т F ЖЕ te: 


` 


因此 , 剩 下 只 需 证 
Suy ud, 
xy rta 


由 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 我 们 有 


B 
5.2253 )ا‎ 2(7 > 3. 
ر‎ DE : 


Ll 
„а 


并 且 , 类 似 有 
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Primar майу Proof 


Z yt 2442233 
Ziad, +2 < 
将 上 述 不 等 式 左右 分 别 相 加 即 得 到 要 求 的 不 等 式 , 当 且 仅 当 a =b =c = 1 时 ， 
原 式 取 等 号 . 
(b) 把 不 等 式 写成 下 面 形式 


Sia «inb + clne >0 
b n 


类 似 上 一 题 ,根据 Jensen 不 等 式 我 们 得 到 


1. + a,b 
lnat hnb + ہل‎ e < ($ +E + e)n 


因此 ,只 需 证 
а. кез ткт 
由 a 之 去 ,又 只 需 证 
kbexmla 
这 个 不 等 式 等 价 于 
и++ёзр+1+е 
m (2c -1 -P + )1 -G )4 +3( >0 


故 原 不 等 式 获 证 , MAMM a = b = c = 1 时 , 原 式 取 等 号 . 
23. (2007.02. 27) 简 证 : 


s =a+b+e+d 
s, = ab + ac + ad + be + bd + ed 
s, = bed + acd + abd + abe 
s, = abed 
w 
原 式 左边 - 右边 = 4( - Заз, +35) + 159 =} = 3(] - 45 +95) = 
ie diis, 955 - 255) GI >% 
(参见 第 一 章 "等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” HA 14). 
24. (2007.08.28 жат) IE. BT 


4 = (a+b) eb 2G) - 


=0 
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rasa 


tac L (二 + 于)c] s 


G «BG d -afar + +1= 
UG o] ir 


[a +С 1) -1 2002.2 ът Ф 
TR 
p 
Ie. k>t [et «dd ELI +Ю++ 


геа ку cip» (7-1) = 2304 
25. (2007.04.06) 简 证 : 原 式 只 需 证 去 分 母后 左边 减 去 右边 式 子 不 小 于 
FET. аз, = Las = усы, = abe A 
Ebe- Y (У + 2са) (8 +2ab) -2TIT(o + be) = 
(28132 -34) -2(455, - 18555 + 23 + 2782) = 
203182 -43 *18555, - 4828, -273) +1 > 
0 
(isi = 489 + 18555 = 455, -273 = (a - b) (b - c) (c- a)! > 0, 可 参见 本 
Ж Chapter 题 40 解答 ). 
26. (2007.03.30) 简 证 


у, 0+) 1 „Хь. DIC OG аже), 


因此 


а + Zbc ys yide уе 
2X , Ek. 
уе “ўе 


y (б +<)(5-‹)° _ сю. 
(a +2) Уа 2e 

yx 2ab + 2ac - а? - 2be 
2(a' +2be)(a' + 9 +e) 


а? - 2(a - b)(a - c) 3 
Уак + be) у" 


(6-с)? = 


所 以 只 要 证 


Primary Inequality Proof 
а? - 2(a - b)(a - cj 2 
E A 
因为 
a(b - с)? 
x^ 2 + 2bc е 


所 以 又 只 要 证 
-2(a - b)(a - c) (b - c)? 
> а? + 2be 25 
= (a — b) (a =e) (b =c)? 
> a? + 2e zt 9 


由 对 称 性 ,不 妨 设 a > b c, 则 
ROAN = (a-b) 0-0) (a-e) (ŻEE E -E = 
Е д Tat 
Юсу Pu z rx 27 
a +b - 2c) (a - b) (b - с 4 


(«- B -e)la - OUT 2a0) (a + 2h) 


2a - b - c) (a — b) (b - c 
(Б rhac) (а e24b 12° 
в © aL, HA О.Э) AXA OD 成 立 , 原 命题 获 证 . 
27. (2007.03.30) 简 证 :因为 
M а 
Gto e. )ن‎ aja zË riie S 
-0) = 


У ать 
Уу [кт 
(poc Ne `. 
XC a) + ca) 


所 以 只 要 证 
У (®+е)(-а+&+с)(а* +be)(b - e)! 20 
由 对 称 性 ,不 妨 设 a > b > “, 易 知 ,这 时 式 CD 中 二 、 三 两 项 非 负 , 且 有 
(0 + ac) (a - с)? - (a? + be) (b - e) = 
(ab ~ bc)! - (ab - ас)? + e[a(a — e)! - ЫЬ - с)?] 
А 


c(a – b) (2аЬ - bc - ас) + c[a(a - с)? -b(b-c)!] 20 


所 以 
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Torto(-arb+e(a +be)(b ~e)? > 

(0 +e)(=a +b +e)(a? + be)(b - e)? + 

(e +a)(a -b +e)(bî + ac) (a - e)? > 

(a? +) (b-c) [(b +e)(= a +b +e) «(cea)(a-bec)) = 

(a? bc) (b -e)*[ (a - b)! + еба +b + 2)] >0 
即 式 RI. 

28. (2007.04.06) 简 证 : nov 
于 零 即 可 . 记 

= Zan = Уе, = abe 

则 


" 


ўа. У, QE + ca) 2 ab) (6 +c) -6[ (2а? + bc) 
s Qsls = 21132 7655) ~ 602278, ~ 185,55, +43 + 273) 
2(sis = sid - 95s, - 123] + 54555 - 8133) = 

20308, - Adis] - 93s + 455,5, ~ 815) + 6515 3555 745) = 
2(s] -4ss, + 95) (5 795) 6s (1 355, -48) = 

A(s} 7455, +953) (55; 795) + 


Sut аца 95) +32092 -35)] 20 
(s) - 455; + 95, > 0, 此 式 参 见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ”中 例 14). 
29，(2007.04.24, 陈 计 转 贴 于 “中 学 数学 答疑 热线 ”网 站 ) 简 证 
Holder 不 等 式 
(X EFT —% Z a Ма 33k) > (Уа)? 


我 们 只 需 证 
(a +b +e)" > A(be + ca ab)! (-5——— Z XN z "NT 
(a +b +e)" = e + са + ab) Co = = 


+ 3be * P +3са = p cu 
F(a,b,c| 
Са? + 3be) (Ë + Зса) (с + 3ab) = 
不 妨 设 a <b <c, Hb = a +s,e =a+s+t,s,t CR , 则 
F(a,b,c) = F(a,a +s,a +s +) = 
216( + st + P)a! + 7(2s +1) (59 + 50st + 98°)а* + 
3(419 + 83835 + 1 6639 + 1 24432 + 279/)а? + 
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(2s + 1) (4875* + 97451 + 2 820270 + 2 3335 + 481i) at + 
(409s* + 1 22751 + 4 6005 + 7 155? +4 704270 + 1 3315 + 12365)a + 
(2s + 0) (455° + 1355: + 76042 + 1295? + 823" + 198s + 97 )a! + 
з( +0) (85° + 24870 + 2316 + 42222 + 29794 + 90st +9)а + 
з? Qs +1)(s +1)" 20 

(2007. 04. 04) 简 证 二 : 分 两 种 情况 证 明 . 

车 4(a +b) > 3с,4(Ь +c) > 3a,4(c + a) < 3b, 0) 


(a? + ЗЬс) (P +3са) - [ab +348 +0) = 
Felda? + AU + Gabe - Зале - Зе - даь - 4al?) = 


Jelsa +4b -3c)(a - B)! > 0 
因此 得 到 
/ (a! + Зс) W +3ca) > ab + $o +b)e 
同 理 可 得 另外 两 式 . 于 是 有 
(Xa Và $36) -4( b)? = 
Xa“ + 3abe a - 4(Y bc)? +2 у, ab (a! 336) (P + За) > 
Ec - Sahe a =4 е +2 J (ab + 20а +b)e] = 
Fa -2F be +abe Xa = 
TIG +e)? -6]0-9 
Жа > > “, 易 证 上 式 不 小 于 零 . 故 原 式 成 立 . 
# 3e > 4а +b) M 
a a & > a a! +a * b) = ala +2b) 
b /W +3са > b(b 2a) 
于 是 ,有 
Xa Va +3be -2Y be > a(a +25) +b(b +2e) +e -2У bc = 
(a+b -e)" »0 
原 命题 获 证 . 由 以 上 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 a = b = c, 或 a,b,c 中 有 一 个 是 零 ,其 
余 两 个 相等 时 原 命题 中 不 等 式 取 等 号 . 
30，(2007.05.01， 陈 计 提 供 ， 见 http://www. mathlinks. ro/ Forum/ 
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viewtopic. php?t = 80731) 简 证 : 记 D。= a! + kbc,D, = М + kea ,D, = 
Ve Cab k > 子 , 则 可 证 较 原 式 更 一 般 的 式 子 


由 于 
asc dus 
-b) = 
"ETC аги 1n, ) 
[Ca + e)D, - bor 2 


X D.D, 
(a +с)%( + са) - (b +c) (a + Бе), ру = 
У DDC +e)D, rt)D] (9797 
[FF а + (k -2)ab + (2k - 1)e(a +b) ]e(a - b)? 
> D,D,[ (a + c)D, + (b + e)D,] 
y LGk- 2) + ke + (2k - 1)e(a +b) ]e(a - b)? 
D.D,[ (a + e) D, + (b + e) D,] 
故 式 O з. Mk = 1, 即 得 原 式 . 
31. (2007.08.28 , 摘 译 自 原 书 ) UE: 由 对 称 性 , 设 a m b > c, Bie 
ж = (a? -bc)(b +c), y = (b -ca)(e +a), z = (e -ab)(a +b) 


A= Ya sabe р. УР аа c УС dab 
Bec o7 era ' °" arb 
则 容易 验证 
x+y+z=0 z>0,z<0 
又 x-y = ab(a -b) +2(a - Р)с+ (a- b)? > 0 
E 


_ g2 ua cM +2(a) - P )e + (a° - P)? + 4abe(a b) -(a - b)? „ 


a 
4 (b « (е +a)? 
dabela - b) -4(a - b)? „dela =b)(ab- e) >0 
(b +e)’ (e +a)? ( жс) (c +a)? 
WH A - B > 0. 


又 易 知 有 
2(Ax + By + Cz) = (A - В) (х - y) - (A + B -2C)z 
由 上 已 知 4 - В 20, - y> 0,z <0, 因 此 , 若 能 证 4 + B - 2C > 0,9] 
4z+By+Cz>0 
即 可 证 得 原 式 . 
要 证 4 +B -2C > 0, A + В > 2/A4B 知 ,只 要 证 4B > C, X i+ 
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Primary Inequality Proof 
„Ха +4. YF +4са > _ab +4c yab 


(b +e)(e +a) 2+) (ежа) 
因此 ,又 只 要 证 


ab +4с yab = È +4а 


(6 +e)(e +a) 2 (а +) 
(а + b)'(ab + 4c ab) > (b +с) (с+а) (с *4ab)es 
ab(a - Б) «2c /ab(a + b) (Ja - Б)? + 
[(a + B)? ab - (b + с) (с+а)с) + 
c sabl (a +b)? - 4c /ab] > 0 
HRE a > b > c 情况 下 显然 成 立 , 原 命题 获 证 . 由 证 明 中 知 , 当 且 仅 当 a = 


b =e, R a,b, 中 有 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 原 不 等 式 取 等 号 . 
32. (2007.05.02) 简 证 : 记 


D, = Ba + (b + c) ,D, = V8V + (е +a)” ,D, = /SZ + (a +B) 


则 
1 a -b)(c*a) - (с-а +b 
原 式 左边 = У 去 
3-6 = 
(a + ЮЛ, - (e +a)D,J (b - e) 
iyi a+ (еа) Л ә _ 


ix [Са +b) '[8e + (а € *] - (e + a)'[8P + (e ea ]l(b-e) _ 
D,D,[ (a + B)D, + (е + a)D,] 


As ix Id 33H +Ó) ++? «(ee +) 0e) = Me] =e)" „ 
D,D, (a +00, + (e +a)D,] 


(< [如 E +e)" talb +e)" eb e? -2 (b +e) аворо 
ix 2 

2 DD (a +30, + (e +a)D,] 

Ly te ces dalb +e)? + (b+e) N-e)? _ 

4 Р, (а +b)D, Treni 


ly dE ikke 2а-5- 
D,D.[ (a + b) D, EOIN 


33. (2006.11.05) 证 :不 妨 设 。 > b > a > 0, 则 


>0 


E + ab < Prae o 


另外 ,我 们 证 明 


Мүк + YF Fea < +0 +30 ® 


由 于 (Vo + be + /Ъ + са)? &2(a! + + be + ca) , AK, EUER QD, R 
需 证 


2) + + be + ea) < (ra es 
c - (4a +2b)e - (4а* -  - 12ab) 2 бе» 
(c -2a - b)? + 8a(b - a) >0 
此 式 成 立 , 故 式 Q 成立. 
ФФУ, Varli <a = MERD =e =}, a = 


Ge sa lié =0; 或 a 


应 用 柯 西 不 等 式 及 上 述 结果 : Y, a! +be < ix a, 可 得 


Г 1 1 9 6 

3 

> г-к” Y nri Y z TEC Xa 

其 中 a,b,c >0, 当 且 仅 当 a,5,c 中 一 个 为 零 ,其 余 两 个 相等 时 ,以 上 诸 式 均 取 等 


3. 
注 :本 题 最 先 出 现在 网 站 上 ,这 是 本 人 于 2006. 11. 05 给 出 的 证 明 . 
34. (2007. 02.03) 简 证 一 : 不 妨 设 a,6,c 中 ,a 最 小 , 即 有 0 < a < 1, F 
先 证 
21 + 18abc - 13 Y be > 21 ева IRE з.е 
13а + /2( + гу Ф 
由 
52а 


式 @ 左 边 - 右 边 = [13 + EL 


VD +e) + (buc) 


26a. bey: 
13 + t - 18a] (2 
[13 + 5 a] ( 
因此 ,要 证 式 CD 成立 ,只 需 证 
26a. 
134—208 — 18a 20 
tA "rx es > Qo 


#13 - 18a 20,814 ORT; 
#13 - 18a <0,813 < a < 1, 
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26а 


13 + 一 一 一 一 一 - 180 = 13 + — — —— - 180 > 
taea O B-A 
13 
26 х 13 
13 + is -18 = 
23 - dy 
13 
xx 是 I. 
13 
213 - (^1 
13 
26x 
18 , 68 
зт? 
所 以 式 @ tud sr. 
由 此 可 知 ,我 们 只 需 证 
DET 


21 + 18a - 


T 
-13 PEE a. VII) = 


21 +9а(3 - а?) -Bo - a) -13а /2(3-а') > 
0 
即 
3 + 54а 13a! -18a > 26a. V2(3 - a°) @ 
HO <a <1 可 知 , 式 @ 左 边 式 子 大 于 零 . Bit, HIER O RY, RIER 
图 平 方 后 的 式 子 成 立即 可 . 
由 于 
(3 + 54a + 13a! - 182)? - [2ба. V2(3 - à) 12 = 
324° - 468a" ~ 423a* + 12962! - 1 0624? + 324a + 9 = 
(a - 1) (324a* + 180a? — 387a? + 342a +9) > 0 
(注意 到 180a -387a? +342a = a(180a* -387a +342) > 0) 因此 , 式 图 成 立 ， 
故 原 命题 成 立 . 


MEZ: Es = Zas = She = 


зу = abc, Hl 


2 
165 


з» < a 


(参见 第 七 章 "其 他 证 明 不 等 式 例子 ” 中 例 14) 于 是 有 
4 
21 + 18abe - 13 Y bc > 21 م ۽‎ CEH) з - 
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26 + 1479 «965 – 91313, _ 


75, 


- 6i + 1478, 


Ts, 
2 73) Q65 + 125s, +48) 、 
14s, 
35. (2007.04.06) 简 证 : трансе ЕВА 
FERT. i 
s = Eas = Ebes = abe 
则 
IIG -2) - У (5 -2еа)(5 - 22) = 50 - 30 Y, be + 16abe Y, a - ва) 
可 见 第 四 章 “ 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 "最 后 附录 中 的 定理 2 证 明 
50 - 30 Y, b+16abe У, a - 8(abc) >0 
36. (2007.04.06) 简 证 
IIC -5) -1 =7 -4 be + 2abe Y, a - (abc)? = 


[50 - 30 Y. be + 16abe Y, a - 8(abe)? +143- Yi) >0 


(应 用 了 上 一 题 结论 ). 
37. (2007.04. 19) E: 由 对 称 性 ， йа bec M 
lt 1 пва 
Тка id ҮЙ E 
因此 ,只 需 证 
а+ё-ук, asc = 所 ca 
1+0 1+ё 


(1+e -a)be+ (1 +e KT. + 
c(a +b)(1 +c) -abe(a +b) <1 +e" - abes 


(1 +e" = ab) (са + be) <1 + e" -ab ® 
因为 a+b+e =2 
所 以 1 +e" -abm0 
所 以 要 证 式 O 成 立 ,又 只 需 证 

ca +be <1 [o] 
但 有 
1- (ca + be) = (ÊÊ €)? (a + be) = (a+b -e)* >0 
орай 
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因此 式 @ 成 立 , 原 命题 获 证 ,由 以 上 证 明知 , 当 且 仅 当 a,6,c 中 有 一 数 为 0, 另 外 
两 数 都 等 于 1 时 , 原 式 取 等 号 . 
38. (2007. 04.13) 简 证 
жшлш don» y iik up. y e Poen, 
ala -b)(a -c) +ab(a - 8) -ea(c-a) _ 
> To + 6)? * 
аба -b)(a =e) , v ab(a - b) -ea(c - a) 
EUGey CE (b +o): 
由 对 称 性 ,不 妨 设 > b > c, 则 a - c > b - c, 于 是 
y eee) - a(a- D) (a=) а-о), 


(b +e)? (b +c)? (а + с)? 
c(a - с) (Ь - с 
Qi» > 
ala -5)(b-c) B(a-B)(b-c 
(+c) (а +e) 
因此 ,由 式 O 知 要 证 原 式 只 要 证 
ab(a - b) - ca(c - a 
3 ( +e)" 20 ә 


" ур ыле Lula 
*@z = YkG-O— - ا‎ = 


be(2a +b + c) (b - с)? 
XT Gay > 
0 
s Quir. 
39. 简 证 :(a) (2003.02. 17) 参见 第 八 章 " 练 习 ” 中 题 57. 
(b) (2007.02.04) arit > FP Sa (参见 第 七 章 "其 他 不 等 式 证 
а 
明 例 子 " 例 40 中 的 式 (64) ). 因此 ,可 由 本 章 Chapters 题 83 推 证 得 到 . 
40. (2007.02.27) 简 证 
x ےا‎ X (a = OLG e D -ab].. X ab(a-b) _ 


a+b a+b 
ac(a-b*b-c) аа - b) be(b-c) 
a+b a+ ^ bee ` 
аа -b) ab(a-b) ac(b-c) be(b-c) _ 
Mate ari 1*1 ore ~ due = 
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а-о) e (a-b)(b-c) _ 
(а+с)(а+Ь) * (atc)(b+e) ™ 


Ebe: (а -5)(5-с)(с-а) 


По +e) 
于 是 ,只 要 证 
PA LEO zh. Е 
$ Tor I^ e) 
或 
了 所 Ze-o > По-о! (ж) 
" 
[ЦИ EBEE CO) (RE). 


41. (2007.04.03) 简 证 : 原 式 经 去 分 母后 即 证 
ЗУ а'(2Ь +с) (22 +а) (2с +а)(2с +b) < [](2а+5)(2а+с) Ф 
Фй = 3F, a [3 У а + (b -a)(5 - c) 13У а + (c -a)(e -8)] = 
эше J ala Xa + OS- зу a (62006-0) Е, 
Zabe СУ, а)? +9 a У, [a'c(b - с) (ьа) + 
able -a)(c -8)] + 
3(a - Б) 6-с) (с-а) У а(Ь-с) = 
27а: (Уа) «9X,a* Xa (6 - c) - 
3(5 - с) (e - a)? (a - b)? 
Ож = аза + (220600) = 


ас. [27( Y, +9 a? у, (220000 ay а. 
(a-B)(b-c)(c-a) (a-Bb)'(b-c)(c-ay. _ 
ic e „(а POE 


27abc · (У, а)? +9( Fa)? Y bcla = b) (a - e) + 


3(a-b)(b -c)(e-a) * Xa* Xa( - c) - 
(b - c) (с-а) (a - b)! = 


Zabe» (Y, 2)! -2 Уа) DE 
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$(EXo!X60-9!-G-916-2)(2-0 = 


27abe( F a)? + H Za) У - c)? - 
(b - e)'(e - a)?’ (a - Б)? 
由 上 知 , 式 @ 又 等 价 于 
2Z7abc + (J,a) +9 a Xa (b - c) -3(b - (e -a)(a-* < 
2abe (Fa)? + (Fa)? XQ =e)? - 
(b -e)*(e - a) (a - b)? 
由 此 知 ,只 要 证 
2Y,40-o) < Za- Уа -co 
Ea: Уаба+ь же) (6-с) 20 Ф 
холй = У аЬ + с)? - a"](b - с), = 
Eat - 0) - Уа - с) = 
2abc Y, а? - баё = 
2abc( У, a - Зас) 20 
故 式 CD 成 立 , 原 命题 获 证 . 
42. (2007.05.02) 简 证 : 见 第 四 章 “ 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 " 附录 中 
例 4. 
43. (2007.04.06) 简 证 一 
$ b .3 (b-cy —— PET p 
ETT тетет. +2) > 200 +0 +e) ° 
_ (b - e) io AM A А 
У ёзу r) * LI4 Ga rh +e) 
19 و‎ -20+0+0 
2(24# + P +0) 


4Qd «P +e) 
—G- 2 _ у — SSO: 
збы уе +e) EUG 
1 
aas: 
b~e)? 
X 200 +0 +e) 
poy 


LZ Fa TF re iran)” 
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1 
dps 6.5200 + 28 + e ( )a + +20) - 


(2a? «P + 2) жо)? - e)? = 
1 зарду 
ааг в) BU +090 
d'(b + e)? +2 + 
(a? +b? +è) (b -e)*](b -o'20 
(2007. 04. 06) 简 证 二 


be к 
Урут” У унта 


А к 
=2 ED 


= 
Pigs Ра M 2+2 < 
FE Y арр) -4 
44. (2007.05.02) 简 证 : 原 式 经 去 分 母 整理 后 等 价 于 
9[36C Y, 2)! - 24( ¥, a)? Y be 3X У be" + 18abe Y а У, a! - 
2X ble? +4abe Y, o! - 70] > 
ву, «21330 У, 0)! - 14 Fa Y be + Y Ud + Gabe Xale 
60( X, à)! - 104( X à)! У +19} а Y, UP + 114abe a У, а? - 
18 Y, Р + 36abe У, а? - 63002 > 0 
ёз = Ya = La = Уез, = абс, RAER ЕЖУ d = £ - 
24, X2 =з} -355 $35, Pé = d - 255, 08] 


60 - 4645, +1 Me -9524 + 112s, - 206,5 ~- 95 > 0 Ф 
= VL-35, 即 5 = 124 жд 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 ” 


最 后 附录 中 定理 2 的 推论 3, 有 。 > mmm 由 于 易 证 


e ER EE 
112s, - 206, - 98 > 112. ت‎ - 006g, 一 和 一- 
ق . و‎ - 29^. 


7) 
因此 ,要 证 式 O 成 立 ,只 需 证 
464(1 - o?) ,1155(1 -op) _952(1 - o?)* 
“> gites CES 7 o 
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206(1 - ай) у .1-3or – 200 _„,1-3ш* - 20) s 
1 27 Xa 90 


(12 - 
经 整理 , 即 得 
а? (32 - 64w + 3000? - 106o + 7139*) > бе» 
e (32(1 - w)? + wz(268 - 10б + 7130?)) 20 
此 式 显然 成 立 , 故 式 CD 成 立 , 原 命题 获 证 . 
45. (2007.03.31) 简 证 : 由 于 


да - la «cy - La - oy? 
4d -be 2 2 
з-у Tare) "97% ¿YT Е 
4 b-c) 
us Di6- EX Еще 


зка - де He EO- ре 


mE 
2а5е[] (2 + e) 
4abe(b + c) (b - c)! = 


У, [a(5 +) (e + a) (a +b) + (а + b) (a +e) - 


moa!” +a + ea + da! + Ёё + 3atbe = 
«oe 

2abe(b + e) (ó - с)? 
因此 ,只 需 证 


Y Гар «dU + са? + a? + P + 3abe -2abe(b + c))(b- с) 90 O 
由 对 称 性 ,不 妨 设 a > b > c, 则 式 中 第 一 、 二 项 均 不 小 于 零 , 又 a c> 
a -4b, 于 是 
КФА > [be + be + ab" eat + са? + Заб'е – 2abe(e + a) ](a - с)? + 
[(ea + ёа? +b «P «di? + 3abe" -2abc(a +b)](a - 5) > 
LP + 2а? + Зале - 2abe(e + a)l(a - c)! + 
Гоа? + ab? + За? - 2abe(a + b) )(a- b) > 
Га? + а? + 3al'e - 2abc(c + а) + са? «al + 3abe? - 
2abc(a +) (а - b)? = 
[28 (P + e") - 4a'be + аЎе + abe? ](a - b)? = 
[2a (b ~ с)? + abe(b + с) ](a - b)! 20 
46. (2007.01.25) 简 证 : iBs, = a +b +с, = be +са +ab,sy = abe = 
1, 则 原 式 等 价 于 
01-3 -75 «1220 ° 
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因为 d -4ns +9, 20 

( 见 第 一 章 “ 等 价 变换 法 证 明 不 等 式 ” 中 例 14) ,有 
521 

» 5*9 
所 以 ча 
所 以 
› suig 
RODEN >27 -35 E +12 = 12129 4485 -63 _ 

m ds, 


5 73) (81 - 95 +21 
[C PES ) о 
HX QD 成 立 , 原 命题 获 证 . 
47. (2007.08.29 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 : 我 们 使 用 归纳 法 . щл = 2 时 , 原 不 
等 式 成 立 , 这 是 因为 aa S 1 B a, + a, = 2. 
假设 a > a, 2 … > a, BJ E, (аа, 
边 .于 是 有 


а,) 表示 原 不 等 式 n 元 时 的 左 


a = а БЕ 


我 们 将 证 明 
E,(2,,2,,77,2,) < E,(5,,2,,7,2,4,1) Ф 
Е,(Ь, a,4,1) $3 ° 
这 里 b = a, +a, - 1,b > 0. 
不 等 式 ФЕ, (5, a; a,l) < 3, 根 据 归 纳 假设 ,因为 
tatta =n-1 
和 


E(B ,а,, а, 4,1) = E í (baa, *, a4) &3 
可 知 不 等 式 @ 成 立 . 
不 等 式 DE, (a r0, 


а-аа ас 
由 1 -a 50,1 -a, 2054 


s) < E, (b, ,a 


2 з А 
L... 1 „_(а-20#_ _ (а-2)# (асу 
а ал aeta паса > пса 
(-2* >-3 
T» 


可 知 式 CD 成立. 故 原 不 等 式 成 立 . 取 等 号 条 件 为 当 且 仅 当 a, = a = =a, = 
1. 
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ав. (2007.04.04) 简 证 : ih У, а? = 3 知 , 原 式 即 证 
3X4. У - (Уа) > бас. (ЗУ ае 
ВУ а G Y ic - У, а?) > 18abe 


因为 ЗУ > Уа 
所 以 又 只 要 证 
X aG Ebe- Ya) > 18abe Ф 
设 ДАВС 外 接 圆 半径 为 R, 内 切 圆 半径 为 ", 半 周 长 为 *, 则 
š abe = 2Rr Da 
3E- Le = HZ TG Yb Уа) = 


$ + 5r(4R + r) 
于 是 ,要 证 式 四 ,只 要 证 
f$ e 5r(4R + r) > 36Rreə > 16Rr =F 
此 式 即 Gerretsen 不 等 式 , 故 原 式 获 证 . 
49. (2007.04.04) 简 证 : h У, a" = 3 知 , 原 式 即 证 
зу: Уа 22Y2-/5Y, d + аә 
(Уа: Уа - 9а)? > 2( Y, а)? 
3( Уа Уа -3ak) > 40У, а)? 
$a TES =e = GR) Hin = Y: = ууу, 
з = xy UL ERAR 了 ,并 整理 得 
3(4 - 755, 435)! 2 32(5 - ج (ڕە‎ 


165 - 724{з, + 51444 7251s, — 1265,55, + 323) +27 20 Ф 
MER Q RIEL, $X O th s, = 1, 则 式 Q 变 为 
16 - 725, +5144 + 72s, - 1262,3, +324} +273 0 ® 


由 此 可 知 ,要 证 原 式 成 立 ,只 需 证 式 O 成 立 . 但 
ROEM = Ls, -95)? +40601 -35) + (1 cds +9) + 
Т ~s) (112 - 1845, -964) 
由 于 1 -4s 95, > 0( 见 第 一 章 “等 价 变换 法 证 明 不 等 式 " 中 例 14) ,又 易 
证 1 -3 > 0,112 - 1845, - 963 > 0, 因 此 , 式 @ 左边 > 0, 故 原 命题 获 证 . 
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注 :本 题 也 可 由 本 章 Chapter 8 中 题 48 结论 推 证 得 到 . 这 是 因为 可 证 
2Ya-42Yb-1c 


s 
ay BN ues 


(Xa-3)(X2-01 «0 
BY -385Y2-3«0XB(Y2)2Y2 -385Y2»1, 
KERRI. 
又 由 本 章 Chapter 8 #48 有 У, bc - 1 > 2abc, Rk 
2 Ea -4 > 2abe 
Xa=2 + abe 


即 得 本 题 结论 . 
50. (2007.04.05) 简 证 :(a) Жа > b» c, 且 a = c+a+pB,b=c+aa, 
BE R', 则 由 b+c >a 有 c > ,于 是 


asbl. s. LCD E 
|z -s о Ss 
{eta+B)a + (e + a)(a +В)? «de 

aB(a +В) m 
а +28)? + (e +8) +8 _„_ 
apla +В) E 
2(@ - ag + 
BatB) ° 
(b) Ba > b > c, 则 原 式 只 要 证 
|". vr. 
е 


4 H 
چ‎ + 
525 < E ,因此 ,要 证 上 式 成 立 ,又 只 要 证 
La bc) 
d-p'p-p? gl? 
注意 到 - 2 = (a? - P) + (Ë - 2) ,并 应 用 柯 西 不 等 式 即 可 证 得 上 式 . 
注 :(a) (b) 两 式 都 是 对 称 式 . 
51. (2007.02.28) 简 证 : 参见 第 
52. 简 证 一 : 参见 杨 学 校 文 :“ 一 


“ 增 量 比较 法 证 明 不 等 式 " 例 12. 
三 角 不 等 式 的 统一 证 法 "(《 数 学 竞赛 
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— 


Primary i Proof 


(19) 》, 湖 南 教 育 出 版 社 1994 4E 4 月 出 版 ,P35 ~ 37). 
简 证 二 : 易 知 原 命题 等 价 于 以 下 命题 : 设 *,y,z € [1,2] ,证 明 
Ee Lis T Ф 


以 下 证 明 式 O 由 于 
1 x -yY 
Xerio-Xgco e y رع‎ 


E-o ED eL EHA ED = 


y+z y+z y+z zx 


1 

IEG- GHG 
=з» Şe l у, 
式 @ 左 边 -右边 =S= УГ r G*2G«31 " 

az +yz- 2y + 

VA унда) 

Ж Ф жй 5 > 0. 

不 妨 设 2 Sx >y > z > 1, 则 y +z > 2 > x, 从 而 
(«уу و ع‎ + É у + (у +): 28у 
Y yy ez)(z x) xy(y +2) (2*2) 
xitip-2xy | 
Dy +a) +) = 


2(a - y)? 


= (а-у 


(к-у), 


MN I ME 
y(y+z)(z +z) 
同 理 
ачула oh ~ 
(e<) e + (y+) OE 


_ 1 жаг 2 +8 
Mo- E O > 0, 从 而 


-z 


st + ` 


s б 
Ee estet 
r-g (220), (2-а) > 
yez )ر‎ +20) ау) 

ы x - y) z-x) 
چ‎ (cn. Ga) = 
y+tz y(z+z) (z +z) 


r-z, Qr-y-1) ‹(у-2) „6 


yrz JG +1) 
故 式 CD 成 立 ,从 而 原 不 等 式 得 证 . 
简 证 三 :调整 法 
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BROEN -有 边 = аул) ,x = maxlx,,z ,= HZ, ARIE 
fy, s) m f(x) 20 
f(z,y.z) = f(x, ee 
2 
(x+y +z) ا‎ 6а ++) ткр 


z 
PE YD TFET het 
(2+2) (ху) (x +t) > буш 
其 中 ,+y ж 2уы жа Pars +: 24, 上 式 显然 成 立 
flx,t,t) 206 
(200-2) -ež +221) < 
2(x 21) (t + 22) (x +t) - 6x[x(x +t) +4] > 06 
аё + 801-20 - 1040 > бе» 
(t-z)? Qr -x) 20 
因为 2: > 2 > ,所 以 上 式 成 立 ,从 而 式 四 RE 
注 : 简 证 二 ,三 由 上 海 复旦 大 学 附中 武 炳 杰 同 学 于 2007 年 9 月 14 日 提供 
53, (2007.08.28 ,摘录 自 原 书 ) 简 证 : 原 式 等 价 于 


а-в 1. $a, à; Фу 
Larat 2Z V 55 


HIF а, ,а3,9,,04,9,,, Є рб, 


等 ,于 是 由 柯 西 不 等 式 ,得 到 
+> [X Qa = a, + a) 2 © 
аһа 2 Y (a ta) (2a -eo +a) 
2( F a)? 
Eaa + Zao 


因此 ,要 证 原 式 只 需 证 
(Za) > 3( аа, + У aa) Ф 
RODEN - 右边 = У а +2410, + 2а; + 2a,a, - аа, — аа; - аа; - 
аа, ¬ фаз ¬ аа ¬ ауа, ¬ ауа, ¬ фа; — цаз — а ¬ asas = 
ба +a)? + (а, + as)? + (a, +a)? - (a, +а,)(а; + as) - 
(а, + аз) (а + aç) - (a, +а,)(а + ag) = 


396 


Primary Inequality Proof 


i - a, +a, 7a) + (a - a, + as - a)! + 
ба, = a, + a, 7a] > 
0 
故 式 O 成 立 , 原 式 获 证 . 
54. (2007.01.25) ME: 参见 第 四 章 “ 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 ”中 例 
1. 
55. (2007.03.05) 简 证 : 先 证 明 : 若 o +6 + > 3, 则 


(У) >3 25 Ф 
因为 a +b +023 
2 a 
所 以 ری )> 2۶+ د‎ o ES У,“ 


因此 ,只 要 证 

(Sa) = (Уо) +6 Fa ° Уа 

2F a +18 Fb -ILP + e") - бано 205 

Y G -tW - 2) -8Y UP - c + Y d be + ca +ab)(b - с) > 0e 

XQ +)(Ь +e)? -86 +a’ (be + са + ab) ] (b - c)! 20 

此 式 显然 成 立 , 故 式 OD 成 立 . 于 是 
了 


56. (2007.08.29 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 : 首先 我 们 观察 它 表明 了 只 要 证 以 下 
这 种 情况 


лүен, = 1 
为 了 说 明 这 种 情况 . 设 r = Yana My = I (r = 1,2, n) iere UR 
уту, = 1. 因而 ,不 等 式 变 成 


E ogi 

y+ » а +7, 

并 且 我 们 能 看 到 只 需 证 r = 1 时 不 等 式 成 立 ,这 正 表 明 原 式 只 需 证 zza…x。= 1 
ЧИ ылу = 1 的 假设 下 ,我 们 将 证 明 这 里 存在 着 一 个 合适 的 p 使 得 


° 
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假如 式 QD 成 立 ,由 式 CD 得 到 
Atoe tah > Оаа) (x вежа) 
选择 
n-l)a*] p>1 


p= "1 


代 人 整理 得 到 
Sis + +a.) 


LII 
由 (и ten 


(根据 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ) 可 以 证 明 
和 + 区 nmm, 
n-i n- 
由 等 平均 不 等 式 知 上 式 成 立 , 当 且 仅 当 xx，= x, = s, = 1 时 取 等 号 . 
57. (2007. 08. 30 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 : 证 明 的 第 一 部 分 类 似 于 上 一 题 ( 题 
56) 的 不 等 式 证 明 , 最 后 ,我 们 只 要 证 明 不 等 式 


aor ж, > Gsm Gt e ent) 


其 中 
p= -Dat+l ара 


由 = ‚ЖЧ 


m += RI eun, +. an 
可 以 运用 下 面 的 不 等 式 即 可 证 明 上 式 , 即 


menin ута 
REF <p < 1, 根 据 加 权 算术 - 几 何平 均值 不 等 式 ,我 们 有 


1+ 


-2 EI 
Es, ay enn > 


ЖР x; run, 为 开始 ,有 类 似 不 等 式 ,将 这 些 不 等 式 相 加 便 得 到 要 求 的 不 等 
XOMBÜU a = x = … = x, = 1 时 不 等 式 取 等 号 . 
58. (2007. 08. 30 , 摘 译 自 原 书 ) ME: 我 们 将 考虑 两 种 情况 :1 < a < n + 


lfezna-- 


- 
()#l1<esn+1. 
Ваа, > 1, 可 得 到 x + x; + … + z, > n( 根 据 算术 - 几何 平均 值 不 
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等 式 ) , 它 表明 了 只 需 证 明 要 求 的 不 等 式 在 + x, + … + x, > n 时 成 立 . 
我 们 可 以 证 明 х, + x + + x, 


否则 ,假如 我 们 设 r "10e gn, = G = 1,2,…,n) ,然后 由 
r> ly + 为 + +y, = 1, 不 等 式 变 为 
Jı 
У рууну 


且 我 们 看 到 它 表 明了 r = 1, z + x, tx = n. 
在 这 个 假设 下 ,把 要 求 的 不 等 式 写成 下 面 这 个 形式 
ЕЛ " ЕА nd х, 

РЕГЕ aC m tn x +n 

对 任何 * > 0,1848 Bernoulli 515277) 不 等 式 ,我 们 有 

= = [1+(z-1)])° >1 жак -1) 

因此 xx+nPn-a+l+(a-l)x>0 

所 以 ,只 需 证 明 


<1 


Ы x, 
Ў atarira iy 
上 式 明 显 在 « = n + 1 时 成 立 . 
Ща < n+1 时 ,利用 
(a - x, 2p п-а+1 
n-a*l*(a-l)s n-a4l(a-ID)x 


它 可 以 被 写成 


<1 


1 


Tariel- IMA 


diy = n= a +1 +(а-1)а(@ = 1,2,…,n), 我 人 有 
хОу ty + + y. cn 


不 等 式 化 简 为 
Lolywsliyti 
noh У. 
这 里 立即 由 柯 西 不 等 式 
(CO 
得 证 . 


(2) 若 w>n - H 


由 前 几 题 证 法 ,我 们 可 以 认为 mxa…x。= 1, 在 这 个 假设 下 ,只 需 证 明 
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(n - Dx, L4 
papan Tl ° 
对 一 个 合适 的 实数 ,这 个 不 等 式 对 二， „я, 有 类 似 不 等 式 再 相 加 ， 
设 1 = Yarra. 根据 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,我 人 有 玉 en > 
(n -1) fl ++ + > (n -1)8. 因 而 ,只 需 证 明 
Da ا‎ 
nln- x e(n-D£ 
BS = ДЖАБАР 
(n =1)" - (n -1)f" =" +1 >0 
这 里 9 = (n - 1) Ca - 1). 我 们 现在 将 证 明 这 个 不 等 式 对 
п-1)(а-п-1 


п 


р= 


Jar. 
确实 ,对 于 这 个 p 的 值 ,不 等 式 很 成 功 通过 以 下 变形 得 证 
(n- Df! -(n- Dr-r «120 
(n - DifGe -1) = (f -1) 099 + t 1) жо 
(F - DEG 71m) + Qr a9) e (-1)] 20 
我 们 看 到 最 后 的 不 等 式 是 成 立 的 , 当 9 > n^ - 2n 时 , 正 是 由 于 a > n - 
1 时 ,不 等 式 取 等 号 , 
59. (2007. 08. 30 , 摘 译 自 原 书 ) RITE: RAEN ах,л, = 1 时 的 情况 (与 
题 58 类 似 ). 根据 Cauchy -Schwarz( 柯 西 ) 不 等 式 ,我 们 有 
РЯ (m +z; +e + 
Lar Batare +n) 7 
(m tm tota)? 


(nex mex Xx x4 
因此 ,我 们 只 需 证 明 


iUi 
以 下 分 两 种 情况 . 
(1) -1<a<1. 
利用 Chebyshev( 切 比 雪夫 ) 不 等 式 和 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 不 等 式 ,有 


X4. LES (Fel) 2 Gg DEDE e"s »E le 
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O) -1-74 Sa <-1 


通过 用 а & ARR asas 我 们 再 利用 9 = 
G a -1<4 < 0, 因 此 ,内需 证 当 和 x.…z。= 1 时 


Y 5 Ya 
利用 著名 的 Maclaurin( 补充 : EIERS, 全 名 :Maclaurins Symmetric 
Mean Inequality) 不 等 式 


结合 Chebyshev 不 等 式 和 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,我 们 得 到 要 证 的 不 等 式 
Ў E (ДӨ у) > 
Уб = »E 


故 原 式 获 证 , 当 且 仅 当 x*，= x, = … = x, = 1 时 , 原 不 等 式 取 等 号 . 
60. (2007. 08. 30 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 : 我 们 将 用 归纳 法 证 明 
1 
DU x ti Ф 
对 于 任何 9 > p BSL. 
由 n = 2, 不 等 式 可 化 简 为 
19-06 -D „„ 
(1+4) (1 on) 
这 显然 是 成 立 的 . 现在 讨论 不 等 式 对 于 n - 1,2 2 3 时 不 等 式 成 立 . 
еск 假设 
= min|z 2, sx, |n, = max[ unn] 
"Yes n = liE a < 1 和 z, > 1. 我 们 必须 证 明 不 等 式 对 于 
stax, = 1H x ta, S p, 时 成 立 , 这 里 


На, < 1M x, > 1,485] xx, S x,, 那 么 我 人 有 
ata adf. Sp. S Dua 
并 且 , 根 据 归纳 假设 ,不 等 式 对 于 任何 9 = p(1 < p «n -2) f 
1 1 1 һ-1 
Tie Trem ° Troma eq 


成 立 . 
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由 于 原 要 证 的 不 等 式 是 对 于 任何 9 > p(1 < p < n - 1) 成 立 ,可 知 剩 下 的 


只 需 证 明 
1 1 1 
ltgna *3 * qx, >i + xax, 


成 立 ,这 里 等 同 于 


1 
ҮҮ 


(1 = x) (x, = D (Ф, ла, -1) 20 
нофа, ух, > 1 得 上 式 成 立 , 我 们 还 必须 去 证 明 式 DHF ^n as, < 1 成立 . 根 


据 这 个 假设 ,有 
1 EA 39 1 ES ا‎ 
Pres Га = Ге Trg le nile) 
从 而 ,只 需 证 明 
eub: СИЕ n-4-1 
Teqe Гаа Terma 149 
考虑 到 x < p, (i = 1,2,…,n - 2) ,我 们 得 到 
E 


F 9-0-1. 2-2 a-g- 
filtgqn 1+9 l+gp, 1+9 — 
ng-q-l-q(n-q-l). | 


(1 +gp.)(1 9) 


Б n =p -1)q +2 =p =1] 0 
p(n-p-1)(1 + qp,)(1 +q) 
从 而 由 归纳 假设 得 证 , 当 且 仅 当 x，= z, = … = x, = 1 时 , 原 不 等 式 取 等 号 . 


注 : 对 于 p 一 n ~ 1, 我 们 发 现 著名 不 等 式 : 
对 于 任何 正 实数 和 ,za ух, B xs, = 1, 有 
H 1 
TF -Dn ir IE 


61. (2007.02.28) 简 证 一 :由 abe = 1, 可 设 。= Tubo Že = RUM 


np. [х'у «y? està -3 yz] 20 
简 证 二 
жө I a TIO > 


a ج‎ к 
Zara ZOO 
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PET Er 25» 
3 
Emre e Bs е 
EO +) 2)? -210 +1) (У -3) >06 
UXG-2!'«YX4o-2'«2Yy360-2)]- 
2(2+ ++ Y) (Yx -3) 206 
оу -2Yx + 2( X3 - Gaye Fx +2ў\«. Ey- 18y] - 
пух: Yx + (У) -3Xs- X»-6)20 
(EEF yz = 1) 
2 也 -6>0 
此 式 显然 成 立 . 
注 : 原 式 等 价 式 :在 ABC URCTIC a eb) У uam 
其 中 ,bc 为 A4BC 三 边 长 ,R,r 分 别 为 A4BC 的 外 接 圆 半径 和 内 切 加 半径 . 


62. (2007.03. 10) 简 证 ; 由 Chapter 18 55 有 了 be > yi men 
а+ 


要 证 
Уа +9 - оу = (Fa) +The - 10у а> 


(ot er E yeso 
P 


ЮУ а) -4Уа+3 20,8 a > 3 易 知 此 式 成 立 . 
63. (2007.06.03) 简 证 :因为 
ае ee) ab? +8) (а? ed) 
СУ атъ РУ (а? + be) (P + са) 
所 以 要 证 原 式 成 立 , 只 要 证 
y SP. у o 


(а? + bc) (P + са) 
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式 左 边 - 有 边 = y (sU teate ea) (g + be à = be) ob] - 


(а? + be) (B° + ca) 
y (fe =) _ abeo =e) , abe (e — a) (e = B, 
а? bc d ric ` (а « bc) (P + ca) 
ab (e - a)(e-b) _ 
X (a? + be) (b? + са) 


abe 
Ic + be) 
abe 
Ic + be) 
abe X (e -а)(е - 8)] > 
0 
(ЕР (Shur) RER). 
故 式 O 成 立 , 原 式 获 证 . 
注 :以 上 证 法 关键 在 于 便 等 变形 . 
64. (2007.03.10) 简 证 :因为 
全 + 全 + = 1-6 +24 + 00207 = a+r Lezbi 


c 


Eele +ab)(e-a)(e -b) = 


[Xe(e-a)(e =8) + 


所 以 
Xe0YeYED-xXeexercià. 
XX + (XZ 1a -b1)? SAFa) +4( Fa? - Ук) = 
sx 

即 得 原 式 . 


65. (2007.02.24) 简 证 
Р , 
Li edo + ls- 3e 


2Se Ate) 2ye, 
Ireqrdenig-ar né. 
‡ 0а онза расо) -E4150 = 
«>=. ту срео. 
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X (4 +e)(d =e)" _ 


25a 
Ly (ezb + (a =e)" 61 I (6 +e)*( =e) _ 
4 (+e) 4 Mero 
Уу, @+e)( =e)" _ 

2F aî 
yo. Dg b+ EG:90-9! 
Жа ажр trot +у!®-9*- 2X4 = 
1 2Ya _ (6 +e)( =e) _ 
TE стеу 25a 
POLES - 
озо” гу! У (®+е)(®-с)у 
e - 2abe 


ОБРА У, (6 +) (6-с) > 0 
WO) 由 上 证 明知 有 更 强 式 
a туе | 
Ze eel 6 
А 
о) aT > JIET (参见 第 七 章 "其 他 不 等 式 证 明 例子 * 例 40 中 
P 


的 式 (64) ) ,得 


2 4 
х > T nya 
66. (2007. 08. 30 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 ; 认为 a = тахіа,Б,с|, 


py un. y trta -ayta _ 


y+z 


G+y+3)X -Zas 


ye 
HEGDE S) -Za 
根据 Cauchy - Schwarz 不 等 式 ,我 们 得 到 
Ex Se)" - Xa = abe ies fu - ee 
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+ ye 
марза. -= E E нуе. 因此 ,对 于 Va < di +, ERE 
жми 
Е(а,Ь,с) = ab + Ic + /& - tbt 
这 里 x = VB +e - /а,у = de + (а -VE MM 
我 们 现在 断定 /a > V5 +e , Hx =0 和 并 = 时 ,EE 的 表达 式 有 最 小 值 ， 
并 且 它 的 最 小 什 是 


Е(а,Ь,с) = 2,5 
由 Va > (Û +, RAED 
E 2ے‎ 


y+z rtx x 


这 里 4 = (VB +e). 
设 y + z = 2X,: +z = 2Ү,к + y = 22, 不 等 式 变 为 
AQ«Z-X) ,b(Z«X-Y) (X «Y - Z) 
2 + 外 + + >4/k 


aea +0% +4) + (X +42) 22A +2 
最 后 一 个 不 等 式 直接 来 自 
AX X muB aL +e ua CET +4 aaya 
最 后 ,对 于 a = maxia,b,c| 我 们 得 到 
Vb + Vc + а -HBH a < VB +€) 
abc (假如 /a > /b ede) 
67. (2007.02.05) 简 证 一 : 原 式 等 价 于 
(Уа): Ye эзше y a 
此 式 可 由 Chapter! ES 3 推 得 . 事实 上 我 们 已 证 
(Xo: X98 > вау а 
故 只 需要 证 


“сурә 
Quo Dee > (Fa) I be > abe Xa 


此 式 显然 成 立 . 
简 证 二 :不 妨 设 a > b > c, 则 c < 1, 只 需 证 


E(a,b,c) = 
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border 626 + 2be + 2ea > (a +b +e)? -9 


二 + 直 +2ob = + + ab + ab ва 
又 只 需 证 

二 +2be +2са > Se 

E 


L +2‹(а+Ь) 256 


^ 


十 +2c(3 -0) > 5e 


g^ 


60 +502 -1 50 (0«c«1) 
通过 函数 在 (0,1] 上 单调 递增 , 易 知 上 式 成 立 , 原 命题 得 证 . 

简 证 三 : 调整 法 

Ж a > b > ce, Jl a > 1, 只 需 证 


изу +e) 22-0655) 
15 
及 لو2‎ 
以 上 两 式 易 证 成 立 . 


注 : 简 证 二 ,三 由 上 海 复旦 大 学 附中 武 炳 杰 同 学 于 2007 年 9 月 14 日 提供 
68. (2007.04. 17) 简 证 : Ж а> b = c >0, с = be 50,¢ -ca < 
0,a +b <3, 
(a? -ab +0) (0 -be + e) (e? -ca +) < 
[а +b)? -3ab]a! < dab Sab La +b) -3ab] < 
3 


Зав + Sab + (9 - 3a) 


42 2 ————y „ЖШ 
91 3 js 271512 


BAM 0,24 =9 -3ab,Hla = 2,6 = 1,c = 0 时 取 等 号 . 
69. (2007.03.27) RIE: 参见 第 七 章 “其 他 不 等 式 证 明 例子 ” 例 45. 
70. (2007.04.14) 简 证 一 ; 由 柯 西 不 等 式 有 
LX V20 +e] «2Y b Y be( + e) 
因此 ,只 要 证 


(а +b" + e +3abe)) = 2Y bc Y belb? + e) Ф 
下 面 应 用 增 量 比较 法 证 明 式 OD. ЕЕ 
НХК TER a Zb =e, Ea = c +a +B,b = с+а,а,В ER, D 
Фл -HW = [(e +a +8) + (e +a) +e +3e(e +a)(e +a B) - 
2[e(e +a) *c(c ta +8) + (с+а)(с+а+8)]: 
lele + a)[e? + (e + a)*] +e(e + a +В) [е + (с+а +8)*] + 
(с+а)(с+а +8)[ (e + a)? + (e +a +8)°]| = 
[6e + 6(2a + B)? +3(3a + 308 + B')c + (2а? + 308 + Зав? + 8)] - 
2[38 + 2(2« + В)с + (о? + a8) ][6c“ + 8(2« + B) + 6(3? + 308 +) с? + 
(100° + 15a^8 + 908? + 28 )с + (2a* + 4008 + 3a^B' + ag)] = 
Ala? + aB + 8) с + 2(2? + 408 + 1308 + 128) + 
(e + 2028 + 45028 + 44a + 138')c + 
(Taf + 14028? + 13a g' + 608° + 8°) 20 
即 式 QD jr Ide. 
(2007. 04. 16) 简 证 二 :由 对 称 性 ,不 妨 设 > b > e, J| 
原 式 左边 = ГУ, a +3abe - Y, belb +e)] - LY, be VB «28 - Y belb +e)] = 
1 a be[ QU +20) - (b € с)?] 
A AEE 2 = 
2 2(-а+ь+)(5-0у- у, 2b + 2¢ + (b +c) 
1 Я bc(b - e 
ly(-asbec)(b-o)- 
ас 2 0 
iECae0--X562- 
У ])-a +8 +( - 70-0) > 
Зове) - 30-9 + а -6 +e) - Sa еў > 
4)) ۵ +۵ +e) -gt + (a-b te) - ooo» 


lp... 9 4420 - 
12е - 1. - o) 


7 
EELS 
0 
(注意 到 a >b > с> 0). 
由 上 证 明 过 程 易 知 取 等 号 条 件 . 
(2007. 05.02) 简 证 三 : 见 第 四 章 * 应 用 基本 不 等 式 证 明 不 等 式 " 最 后 附录 
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中 例 3. 


71. (2007.06.20) 简 证 : 在 第 七 章 "其 他 不 等 式 证 明 例子 ” 的 例 33 中 , 取 
n =5,8% 


(aane aoa Í) = CE, LE LL ) 
(bbs bas) = (а, 1) 


即 得 所 要 证 的 不 等 式 , 当 且 仅 当 a = b 
72. (2007.02. 05) 简 证 
Па +a) -(Fa =1+ Xd + (QP «dà tad «98 +P eed) + 
Fle +1- Fa? - 2(ab + ac + ad + be + bd + ed) = 
(ab - 1)? + (ae - 1? + (ad = 1)? + (be - 1)? + 
(bd-1)' + (2-1) + Xaa - 4 > 
Xs -4 > 4 0а)" -4 =0 


= 十 时 原 不 等 式 取 等 号 . 


73. (2007.08.28 MERI) ME: 记 z = LY sr = 
z = Унга MERNE 


ax-(n-l)z2 


па? - 2nxz + (n - 1) + y! 2 0 
n(x - 2)? + (0-20) 20 
ш y > z 知 上 式 成 立 , 原 式 获 证 . 
74. (2007. 08. 30 , 摘 译 自 原 书 ) 简 证 :运用 归纳 法 , 当 ” = 2 时 , 原 式 显然 成 
x. 
Hn = 3 Еў, И Schur( RFK) KER 
"(ж x) = x) 20 
假设 原 不 等 式 对 于 n 个 数 成 立 ,下 面 证 明 对 于 n + 1 也 成 立 . 
由 齐 次 性 ,我 们 只 需 考虑 m +x + + x, = n 的 情形 ,另外 ,我 们 记 %,, 为 


x 
X apap es apt 
Үе ai ass 


2 aeta a. 
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W = да, 

于 是 只 需 证 明 

n(X +") + Walt eade жай ah) m (nex) (Y ea) 
由 归纳 假设 , 知 

(n = Уж Wai + x} + ex) 2 nZ 
用 上 面 这 个 不 等 式 ,只 需 证 明 
n(X - Y) - ns(Y- Z) a [W - na" + (n - 1)a'] 20 
我 们 对 上 考虑 下 面 两 种 情况 . 
3 k > 1 -n Bt, h Chebyshev 不 等 式 ,有 
nY > (z + x + + x) (е eap e ap) 


因此 有 7-2Z > 0. 


由 对 称 性 ,我 们 只 需 考虑 > x, m mr > x, = z(0 < * <1) A 


n(X - Y) -n(Y - Zx 2 n(X-Y) -n(Y - Z) = (X -2Y + Z) = 


AUG -1)2 >0 


接 下 来 只 需 证 明 
W-n" +(п-1)х*>0 

确实 ,由 于 对 于 所 有 的 x%, 有 x, x > 0, 由 Bernoulli 不 等 式 ,我 们 有 

ғ-ғПа +525) 224 X s= 
MEE < 1 n 时 ,由 Chebyshev 不 等 式 ,有 

пу (n tm + x Gp apt e + a) 

因此 Y-Z <0. 

由 于 不 等 式 是 对 称 的 ,我 们 只 需 考虑 


m S x S Sz, Sx,, =z (zƏ1) 


= n" - (n ~ 1)z" 


则 n(X - Y) - (Y - Zis 2 n(X-Y) -nr-Z)>0 
А СЕРЫЕ 
ЗУЕВ x, -1 < 全 < < 0, 所 以 完成 了 证 明 . 


Н 


对 于 n 23,950, HEN x = x = … 
75. (2007.04.13) 简 证 :(1) # a =b > c, 
(at + fe“ + cat) ~ (ah + “e + саб) = 


(à - Py)? - e?) (a? - гу be =0 


s$ 


于 是 有 
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" " " " " É 


ГОСТИ RT EE Qu uus 
Set у + 2+ a +8 ° + е + 
因此 得 到 
a. e 
arra prre a 
PETAT сова 
"ETM у ё+е” 
1 
iXG«5 
即 得 
E EEE aE 
a + PF +e 
原 命题 获 证 . 
(2) #a > e > ,因为 
a eb)’ 
ажр at ap 
所 以 


a 
таре 
gÈ. 2Y (6 +e)(e +a) - ўа. По +) _ 


a + 2По +e) 
ye _ XE -3 Ibe] + ( Z be)? = 3abe Da _ 
PET 2По «o 
y #02-60 Zhe J (ê - e)" + Bab- 
+ 4П +e) 
(a - b)? (b-o* 
У татр -Ў 405 теў А 


ы 1 
Бүз aG lep = 
X Зе + bc - b?) (а - b)? 


b + 
由 于 a >c > Ь,] 3а + са - 2 > 0, 因 此 ,只 需 证 
(38 + bc - P) (a - b) — > Ф 
P + EET. 


又 由 于 


411 


ба? + P)'(3d + be - P) + (а? «P)0 + e") (38 + ab - a^) > 
Зеба? +)? - a (a + 2))? +) > 

Заа? +8°)? - a? (a? + 2)(b? +e) = 

a (2ac -8 - у + (at - é) eal (a - с) + Sa? be + 30e? > 


0 
因此 ,有 
(а? +b") (Зс? + be - P) „@ +e sab -ea) > [o] 
DET da) 
另外 , 易 证 
(a-b)? а-с)? ® 


QS +P re 
ARO, HEER 3o + be -b > 0, 得 到 
(32 + be - Б) (а – 0)? + QU + ab - a) (a = c)? 2 


[ET dub 

ба +07) (3e + be - P) (a-b)? (а £e) tab а?) (a-e) > 
DET de» dup aig 

(EE) (GE + be = 6) , (0 + e) (З + ab = a) (а = o 
+ "ETÀ ET 

0 

因此 式 ORY. 

综 上 , 原 命题 获 证 . 
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y 
u 下 集中 整理 了 本 书 中 的 22 道 猜想 ,以 便 供 大 家 研究 . 


1. йо, €to, (i 242, 


(ina) . Сен) < ntan a * сова 
ЧН ща = о, = … = а, 时 , 原 式 取 等 号 . 
2. Жа ER-, 记 4 = X ar, Xd x, 


ERF sonno 的 初等 对 称 式 ， m 
-1). -1 = 1)“: 

c» (n a CW 2» N UC = з, 

3. Жа ЄВ =1,2,--,а),ВУа = 1, 则 

У VT-aa > Уп 1) 


ШЕ ма = a, = · = 大 时 取 等 导 


LETT 
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4. Bx, € R',i =1,2,…,n, 则 


a 
= + > Xs 
当 且 仅 当 * = x = … = x, m, кВ. 
5. Ша € R'(i = 12) BY, TH SLN 
Е 7 


2 «sme (TI=): 
— adde f 
6. 当 a, € R n XT 1 的 正 整数 时 ,有 
2)" +)! > (a e) ) + 1)" 
MANN a = 5 时 取 等 号 . 
7. Жа ER (i = 1,2,3,…,m) ,m,n 为 正 整 数 , 且 n > m > 2, 则 


"ш" > kanka" 


SANY a, = a, = a, 时 , 原 式 取 等 号 . 


车 上 述 猜 想 成 立 , 则 对 于 任意 非 负数 O (i = 1,2,…,n +1) = 1,2,…,m， 


nzmzz2),d 


8. ta ER, n NEK, n>2, 
2(1 +a") > (1 + а) (1 + a" 
HANM a = 1 时 取 等 号 . 
9. 设 a,b,c € R^, HL abc <1, 则 


s Q5 c AIME 
TroretTrerat Det Qu o > 


HERM a = b = e = 十 时 , 原 式 取 等 号 


10, Gs ER S12, HYS = n, 


(Gm) + Gs) e Gem) em 


MENY * = а = x, = 1 时 , 原 式 取 等 号 . 
п. Ж ЄВ = Las RE = = 2n, 则 


(2 


ИН Ча x = … = z, = 1 时 , 原 式 取 等 号 . 
12. a, €R^,i = 12,0, iB A Zn < 1,m n 


数学 奥林匹克 


不 等 式 研 究 m 


Primary Inequality Proof 


Да жаг) > (1«A")* 


HARM a, =a = = o, RH RRS. 
13. 362, 2, 7,3, € R',n = 5,67 7,13 AR 15,17,19,21 ,23 时 有 
ҮР 
llt Лит 
14. ğa, € R^ i = 1,2,---,п,т,п ЕВ, Н a, + a, + … + a, = nu 
na +a) > na + а) 
MBÜ a, = a, = … = a, = 1 时 取 等 号 . 
15. Ra, ЄВ, = 1,2, n mun HERK, E Y a, = п, 
fa 


MEA a, = 
16. а € 


d» ЕТУЙ = n,m,n HENK, B m > п, 
po «a 22" 


HANM a, = a, = 
17. Жа, ERT, 和 =- ao<1, 则 
ЩН Ша = ay = … 


18. 设 Bi,p; € R,i = 1,2, n,n >3,B ув, = Xe = т, 
У, sin pi( = sin B, + sin В, + ^ + sin 8.) < n(n - 2)sin? = 
Hn = 4 时 , 当 且 仅 当 


(-sinB + sin В, + sin B, + sin В,) соз p, = 
(sin B, - sin B, + sin B, + sin В,) соз p, = 
(sin B, + sin B, — sin B, + sin B,)cos p; = 
(sin B, + sin B, + sin B, ~ sin В,) соз e, 
ВАРО URL, LOCA В, = = TG = 1,2,…,n) 时 取 等 号 . 


19. Waaa CR Babe + xb < n - 1 证 明 或 否定 : 
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a) io -1)(2-2)*(n-Dammx > Y xu 
Фе 
(2) п- 1 + ухуд, 2x, +s ++, 
(3) 1 + (п = 1) дана, = Y nnn 
当 且 仅 当 xi з, s. 中 有 一 个 为 0, 其 余 n -1 个 都 等 于 1 时 ,以 上 三 式 均 
取 等 号 . 这 里 У луз, 表示 x n ,x。 中 每 n - 1 个 数 乘积 之 和 . 
20. 设 四 面体 4,4,4,4, 外 接 球 半径 为 有 ,内 切 球 半径 为 r, 四 个 顶点 4 ,4,， 


n 
А, ‚А, 所 对 的 面 的 三 角形 面积 分 别 为 8 ‚5, ,5,,5,,105 = X S AREE: 
w dsc- 25) > £ LES 


(2) E > X 

Del MOVE 1994 年 3 月 提出 ,至 今 仍 未 见 有 人 证 明 或 
否定 . 上 述 猜想 可 参见 《中 学 数学 研究 》( 广 东 ) ,2005 年 第 9 期 , 杨 学 枝 文 :“ 关 
于 四 面体 的 一 个 不 等 式 ”. 

21. Kx, ER ,i = 1,2,- 


$- = 


nid 


= жузе, + лүе, RU Журе, дуз, = Ru Xt, 


ГЛ -(n-1)*'5s,, +a (п 1) - n] 20 
HANH a = a, = … = a, RIY: 
22. Kashi", sal. 
=: 
е 
Оа а а.а 
р 5 ii b, es 
K h = a O 


AG 142,0) H D PN LET ГОА MAC = 1,2,…， 
п) рО, 
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初等 不 等 式 研究 文章 (未 公开 发 表 ) 


1 论 匹 多 不 等 式 


十 V a,b, c ja! bc 分 别 表示 A4BC 与 A4'B'C' 三 边 ,4 与 
4 分 别 表示 它们 的 面积 , 则 有 不 等 式 

а +0 -а) +b (¢ + a - PP) ec" (d + - ^) > 16AA' 
当 且 仅 当 AABC ^ AA'B'C! 时 取 等 号 . 

这 就 是 著名 的 匹 多 (Pedoe) 不 等 式 . 关于 匹 多 不 等 式 的 种 
一 种 推广 以 及 众多 的 证 明 方法 ,已 有 许多 人 进行 了 研究 ,本 文 试 从 
另 一 个 角度 一 一 等 式 来 对 匹 多 不 等 式 作 进 一 步 剖 析 , 并 得 到 匹 
多 不 等 式 的 一 些 推广 

为 以 后 叙述 上 方便 ,我 们 把 匹 多 不 等 式 左边 的 式 子 记 为 采 ， 
则 有 下 述 等 式 ， 


章 等 式 一 
(1644')? = [H -2(ab’ - ba^) ]? - (2ab + (а? + 0? - c?) - 
2a'b (а? + -8)y 
等 式 二 
(164A)? = [2(ab' + Ба’)? - Н]? - (2ab * (a^ «b? e) + 
2а'%'(а? +b - гу]? 
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等 式 三 


a p ое e je s ep 
H - (1644)? = 2| [ ros a) p ar |f- lan an on 
ЕН а ad 


证 ”由 于 (44)? = (246)? - (а? +6 - )?,(44')? = (2a'b')? - (a? + 
5° -ce?)?, 并 据 恒等式 (p? - d) (Z - у) = (pz + ду)? ~ (py + qx)? EAS 
x 

(1644')° = [4aba'b' + (а? +  - 2) (а «b? - с?) )° - 
[2ab(a" +b? - c?) +2а% (а? +6 - e) ]* 
另外 , 易 证 
4aba'b' - (а +8? - è) (а? +b? - c?) = Н - 2(ab' - ba')? 
4aba'b' + (а +  - e") (a +b? - e?) = 2(ab + ba’)? -H 
于 是 等 式 一 、 等 式 二 得 证 . 
关于 等 式 三 
H - (16447)? = [ба +8 2) (а +b? - e) - 
2(ala? + РЬ" + à) - 
[(o +b - e")? -2(а* + + сі) ] 
[(a? + - e) - (a + M -en)] 
设 向 量 x = (a,b, e), = (a,b e) ig 
aca +P eua! sa? жс 
则 
H - (1644°)? = (aa' -2z - 22)! - (à! - 22!) (a? -2 22) = 
= 40а (527) &A(x à)! + 2а x! «29! а! cati? = 


2(ax! -a' x)! -4(x хх)? 


È с? 1 ds y 


2(x x3)! - [323 x? à2aa'(z 3) -3(2 2)! а-а?) = 
Ular -a'z)! -A(x x 6)! 

故 等 式 三 成 立 . 
由 等 式 三 可 知 , 匹 多 不 等 式 与 下 列 不 等 式 等 价 


ep Ty dese 
(5 jew niano 
c og 1 1 
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由 等 式 一 和 等 式 二 容易 得 到 不 等 式 : 
(1) H > 1644' + (ab' - Ба')?, 4 B (234 C = C' 时 取 等 号 ; 
(2) H < 2(ab' + Ба")? - 16AA' , 当 且 仅 当 C + C” = 180° 时 取 等 号 . 
下 面 我 们 给 出 若干 个 类 似 于 上 述 等 式 的 推广 以 及 匹 多 不 等 式 的 推广 . 
我 们 约定 A4,B,C, 的 边 长 B,C; = a,,CA, = b, AB, = ci 面积 为 Ai = 1, 
,n, 则 有 
1. 
(ФА,А.А,)* = [8а,а,азЬ ЬЬ, - 2a,b, (a3 +0 - d) (a3 + = е) + 
2ajb (à + - à) (a3 + = d) - 
2a,b, (aî +] - 0) (а € - d)! - 
[4a,ab,b, (a +5 - 8) - 4a.asbib (a) + = d) + 
40,400 + = ¢) - 
(i «B – cî) (а +b с) (а + - 6) ° 


2. 
3244,4, < 4a,a,a,b,b;b, - ab (a3 +6 - d) (3 +6 - d) + 
аЬ ба + а)ба + - 6) - 
аЬ, (ай +] - ci) (а +h - 3) 
3 Ң {ДЭЧ cos C, — cos C, + cos C, = cos C,cos C,cos С, 时 取 等 号 . 
还 可 以 推广 到 n 个 三 角形 的 情况 . ЖЕП = 3 时 , 取 ЛА,В,С, 为 直角 三 角形 
便 得 到 以 上 不 等 式 1. 
我 们 约定 圆 内 接 四 边 形 4,B,C,D, 和 A,B,C,D, 的 四 条 边 分 别 为 m ‚Ь, ies 
d, a,b, ‚с; d, 面积 分 别 为 ,ss, 则 有 


1. 
(165)? = [4(a,b, + dj) (b; + ed) - 
(aî tbi -d-d)(ad«BM-d-d)- 
(aj, + ed) (а +b} = - di) - 
Larbi + 4) (aj +8 = d - 44) ]° 
2. 


1612, < 4(aib, + cd, ) (а, + ead) = 
(а «bi -d-d) 
(å +6 -á-d) 
HERH a, ,6, 边 所 夹 的 角 与 ,5 边 所 夹 的 角 相等 时 到 等 号 . 
同样 可 以 推广 到 个 图 内 接 四 边 形 的 情况 . 
(写作 时 间 :1985. 01.01) 
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2 ”对 一 个 三 角 不 等 式 的 再 探讨 


笔者 在 “一 个 三 角 不 等 式 的 再 推广 "@ 一 文中 ,曾经 给 出 并 证 明了 如 下 三 
角 不 等 式 
sein a + ysin В + sin y < (А + + fuss a) 
这 里 x,7,z 是 使 *yz > 0 的 任意 实数 ,A uo 为 任意 正 数 , 角 0,8, y 满足 
а+В+у=пт (n€Z) 


当 且 仅 当 


ein а = sing = siny 
«cos а = ycos B = zcos y 
时 等 号 成 立 . 
由 不 等 式 (1) 可 以 推导 出 许 许多 多 三 角 不 等 式 ,由 此 可 见 不 等 式 (1) 是 一 
个 十 分 有 用 的 不 等 式 . 本 文 将 不 等 式 (1) 由 三 个 角 推广 到 四 个 角 的 情况 ,然后 
再 进一步 对 不 等 式 (1) 进行 探讨 . 首先 提出 一 个 新 颖 的 三 角 不 等 式 , 即 以 下 定 
理 


定理 1 设 x,y,z,o € R*, 角 a,B,y,9 满 足 
a+pB+y+0= (2k+1)m (n € 2) 
Lj 


xsin a + ysin B + zsin y + wsin g < , 2.99) Oz + ze) (zx + yw) (2) 
in а + узіп В + zsin y == 


当 且 仅 当 xcos а = ycos В = zcos у = соз 8 时 , 式 (2) 取 等 号 . 
iE и = xsin a + ysin 8,0 = zsin y + wsin 9, 于 是 
u? = (xsin a + узіп B)? < (asin а + узіп 8)" + (xcos a = усоз 8)? = 
а? + y! - 2xycos(a + B) 
BUT х,у 均 为 正 数 ,由 此 便 有 


cos(a +8) < барси Ф 
同 理 ,可 以 得 到 
cos(y + 0) < — ә 


O 杨 学 枝 ,一 个 三 角 不 等 式 的 再 推广 《中 学 数学 》 ,1988,(1)、 
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由 于 a +8 + y +0 = (2k +1)т(п € 2Z), 因 此 
cos(a + В) + соз(у + 0) = 0 
今 将 以 上 DD 两 式 左右 两 边 分 别 相 加 , 便 得 到 


iple dig... 
也 就 是 
tt (te) (+ gu) 
зу zw ау w 7 xyzw 
另外 ,再 由 柯 西 不 等 式 ,有 
Qi 69! > Ge E Gy en) ® 
因此 得 到 
aoa ткн кеш күм] 
хуло 
m 
p тш ГЕЗ 
xsin о + узіп В + zsin y + wsin 0 < pus 


HEERS OOOHH, 25 LIL xcos а = ycos B,zcos y = weos 0, 
E +Z Ry R raj, 式 (2) 中 的 等 号 成 立 , 此 时 我 们 可 以 证 明 xcos а = 


xy mw 
усоз В = cos y = wcos 0. 
事实 上 ,由 zx,y,:,w € R',xcos a = усоз B,zcos у = wcos 0, Я] $l sin(a + 
B) # O,sin(y + 8) 关 0, 由 此 有 
sin(a + B) = віп acos B + cos asin В = 


ЕТЕ 


зсов а · (019 + Sin) 
y ^a 


Ё xcos а = усо B, 所 以 上 式 等 于 


acos а ,saina+JainB 
зу 


同 理 可 得 
sin(y + 0) = zcos y * min y £ waing 


注意 到 sin(a+B) = sin(y + 0) pene онай = Bin y tein @ q 
0 , 便 得 到 xcos а = zcos y, 所 以 式 (2) 中 取 等 号 的 条 件 为 
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xcos а = усоз В = zcos y = iocos8 
定理 1 RIE. 
由 定理 1 取 x = y = 2 = w, 即 得 下 面 的 推论 
推论 ! 若 a +B+y+0= (2k +1) (КЄ Z) JU 
sin e + sin 8 + sin y + sin 0 < 2⁄2 (3) 


МЕМ cos a = eos = cosy = cos 0 = 2 pj st(3) 取 等 号 


HT a Bo, Yg OPARE LUPIS apy., AEE 


理 1 的 条 件 ,因此 有 下 面 推论 . 
推论 2 设 x,y,z,w € R', 角 a,B,y,9 满 足 
a+B+y+0= (2Ю+1)т (k€ Z) 


+ + +weos Ө > [Ert Оз + ш) (ая + ум) (4 
aeos а + усов В  zcos y ps ) 


MHM rsin а = узіп В = wsin y = zsin 0 = СЕ) 取 等 号 . 


由 式 (4) 立即 得 到 下 面 推论 . 
ЖЮЗ 设 a+B+y+0= (2k+1)m(kE Z),WJ 
соз а + cos Ü + cos y + cos 0 < 2⁄2 (5) 

当 且 仅 当 sin a = sin B = sin y = sin 9 时 , 式 (5) 取 等 号 . 

由 定理 1, 我 们 可 以 得 到 如 下 重要 三 角 不 等 式 . 

推论 4 设 

а +В жу «0 = Qi +1)т (Є Z) 
а+В+у+0 = (22 +1)т (F€ 2) 


那么 

(~ sin a + sin + sin y + sin 0)sin o” + 

(sin a ~ sin B + sin у + sin 0)sin 8” + 

(sin a + sin B - sin y + sin 8)sin y” + 

(sin a + sin B + sin y — sin 0)sin @ < 

4 (6) 
"BO 


eon ووم‎ EE а tboon Q сый a B Er ai 


con REP a = 
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cos وو‎ Beos 5 Yos gt 


时 , 式 (6) 取 等 号 . 
证 明 4 


a + sing + sin y + sin 0 
in a — sin 8 + sin y + sin @ 
na + sin - sin y + sin 0 
in a + sin B + sin y — sin @ 


则 有 


sin a + sin 8 + sin y + sin 0 = 
- 2 + 2—8 + 2sin Z4 beos 258 А 
205 tHE +88) + су] 
注意 a +8 + y +0 = (2k +1)r(k € 2), ERI 
dcos ÊÊ cos 2+ Yeos 2+8 
同 理 还 可 以 得 到 
y = Acn Eo ET B +8 
z = dcs Z$ eos 13 Beos +8 
w = dcos Sos too, 24 Y 


另外 ,车 反复 注意 到 a +8 + y +0 = (2k + 620 € 2) ,并 经 计算 不 难得 


到 
жу + ze = 4sin(a + B)sin(8 + y) 
yz + xw (B + y)sin(y + a) 
zx + yw = 4sin(y + a)sin(a + B) 
хуги = 4sin (B + y)sin' (y + a)sin (a + B) 
由 此 得 到 


ху + zw) (yz + xw) (zx + M, 


于 是 根据 定理 1 便 得 到 了 式 (6). 根据 定理 1 中 式 (2) 的 取 等 号 条 件 便 知 ， 
Bos 


+ + +6 0 +0 
EEE or = ыб ER EET бу = 
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cos 13 Seog theos eos = 
cos cos 82 бсо, Lt eos g 
时 , 式 (6) 取 等 号 . 
如 果 在 推论 4 "b Bas B.y OMA Boy" 8 AER ~a, - B7 ~v, 


FONZ- -В',у Y c0 WE ЗХАНЕ 4 中 的 条 件 仍然 满 


足 ,因此 又 有 下 面 推论 . 
mes 设 
o'*B'«y «6 = Qk +1)т (k € Z) 
а+В+у+е = (2k+Dm (&€ Z) 
那么 有 以 下 诸 不 等 式 
( sin « + sin B + sin y + sin 0)cos a' + 
(sin a ~ sin B + sin y + sin 0)cos 8’ + 
(sin a + sin B ~ sin y + sin 0)cos y + 
(sin a + sin B + sin y — sin 0)cos b < 
4 (7) 
( — сов а + cos В + cos у + соз Ө) зіп e” + 
(cos а ~ соз Ü + cos у + cos 0) віп 8” + 
(cos а + cos B — cos у + cos 0)sin y” + 
(cos а + cos В + cos y = cos 8)sin 8 < 
4 (8) 
( — cos a + cos B + cos у + cos 0) cos a' + 
(cos а — cos B + cos y + cos 0)cos B' + 
(сов a + cos B — cos у + cos 0) соз y' + 
(cos æ + cos В + cos y = cos В) cos 0” < 
4 (9) 
由 定理 1 中 式 (2) 的 取 等 号 条 件 , 不 难 分 别 得 到 (7) (8) (9) 诸 式 中 的 取 等 号 
条 件 . 
现在 ,我 们 再 回 过 头 来 ,对 式 (1) 作 进 一 步 探讨 , 即 有 以 下 定理 . 
定理 2 设 *,y,zE R', 角 a,p,y 满 足 a +B+y = kilk EZ), 则 


" à j [xy + zw) (yz + xw) (zx + yw) 
xsin a + узіп + zsin y < E (10) 
或 者 


BIRTE 
不 等 式 研究 = 


Primary Inequality Proof 
xain a + ysin B + asin у < h G; O (Fwy (10) 


(或 < fere م(‎ +) + (oe E (ee) + (e + Шу» + ®)) 当 


且 仅 当 xeos а = ycos B = zcos y = (- 1) ^ wi 0010) 或 式 (10') 取 等 号 . 这 
里 w 是 方程 


Оху? + (Р +? +) y? =0 (ж) 
的 正 实数 根 . IE FIC, К (Ок) 也 可 记 作 
-= р ? 


w 


注 BROO 中 将 Js = 2w + (E + S + ©) 代入 式 (10), 即 得 式 


(10) HEART. 

证 明 。 下 面 仅 就 上 为 奇数 时 加 以 证 明 , 若 К Фа = т-а = 
m-B'y = т y ,这 样 就 转化 为 上 为 奇数 时 的 情况 了 . 

在 定理 1 中 ,了 到 9 = 0 代入 式 (2) 便 立即 得 到 式 (10) , 当 且 仅 当 zeos a = 
усов В = zcos y = w 时 , 式 (10) 取 等 号 . 下 面 我 们 就 来 证 明 v LEKAK) 
的 正 实数 根 . 

事实 上 ,由 已 知 条 件 w+ B+ y = (2n + 1)m(n € Z), 易 证 得 

cosa + cos'f + согу + 2cos асов Bcos у = 1 
(请 读者 自行 证 明 ). 
又 由 于 cos a = Duce 8 = созу = 世代 人 上 式 三 角 等 式 然后 加 以 束 


MERILO) ,再 由 三 次 方程 根 的 判别 式 不 难 知道 ,方程 ( 淡 ) 必 有 三 个 实 
根 , 且 其 中 仅 有 一 个 是 正 实 根 . 


现在 ,我 们 来 证 明 式 (10') ,由 式 (10) 取 等 号 条 件 有 соза = LT x 


cony = rls = 


ey' 分 别 代入 式 (10) HARUO) 
右边 式 于 ,容易 证 得 它们 是 相等 的 ,由 此 可 知 式 (10) 和 式 (10) 是 等 价 的 ,证 
"e 


推论 6 ” 设 P,4 为 正 数 , 角 a,B,7 满 足 c+B+y = ku(k € Z) WJ 
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psin æ + q(sin B + sin y) > уугу (11) 


这 里 w x Мер + q - pa] "ELO pos а = gcos В = qeos y = (-1)''ш 
时 , 式 (11) 取 等 号 . 
只 要 在 定理 2 中 取 x = py = z = 4 代 人 式 (10') ГО) , 便 可 得 到 . 
推论 7 设 和 ,u,v 均 为 正 数 , 角 a,B,y 满 足 a+B+y = kalk € Z) WA 


А в; v. (A +u +0)? 
devi as ر‎ * fy tore f nm жи) 
a2) 


ja LA ye ее ROSE omae уер = 


gos y = (- 1) ye BE (I2) 取 等 号 . 


只 要 在 定理 2 中 取 # = /545 = fora = fS RW + 


T+ e£) ay +P -1 = 0, 由 此 得 到 yz + 


fé oy =1-22уг RAPER(OK) , 求 得 正 根 w = xyz, 再 将 w = 9z 代 入 
式 (10) 的 右边 并 整理 便 可 得 到 式 (12) , 它 的 取 等 号 条 件 不 难 由 式 (10) 中 取 等 
号 条 件 而 得 到 . 

利用 本 文中 的 两 个 定理 及 推论 可 以 求 得 一 些 三 角 函 数 的 极 值 ,下 面 略 举 三 


例 

#1 求 函数 7 = sin a + 2sin В + 3sin у + 4sin 9 的 极 大 值 ,其 中 a+B+ 
y+0 = т. 

解 ”在 式 (2) 中 , 取 x = 1,y = 2,z = 3,w = 4, 即 得 


sin e +2sinB + 3sin y + 4sin 0 < f 
M y ягн 85. 


0102 ЖЕЙУ = Asin a + V5sin B + /IOsin y 的 极 大 值 ,其 中 a +B+ 
Y = ,并 求 出 取得 极 大 值 时 的 角 a,B,y. 
解 ”在 定理 2 中 , 取 x = 2,у = /5 ы VIO КАО) ,并 化 简 得 
到 
w+4w -5 =0 


此 方程 有 正 根 w = 1, 将 x* = (2, y = /5ы = V10,w = 1 同时 代 人 不 等 式 (10) ， 
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得 到 
sin a +V5sinB+ Vi0siny < 6 


因此 ,函数 有 极 大 值 为 6, 这 时 соз а geb py SES = 


Eu 


ap S. 
TB = arccos Ê, y = arccos AO. 


943. жау = (sin a + 3sin p+V6sin y 的 极 大 值 ,其 中 a+B+y = 
180°, 并 求 出 取得 极 大 值 时 的 角 By. 
解 ”在 定理 2 中 , 取 x = 2. = 5 ы = 6, АЗ ж) ,并 化 简 得 到 


а? +307 -3=0 
ОЕЕО ВНУК TREES ө = ree 10* а = I = 5, 
z dés erecto? ВИА рК C07) ,并 经 化 简 , 得 到 
зїп a +VgsinB + бып y S (ese 10°) 


Ий, ИТШ (сс 10°) аа 


сова = ee 10*,cos = sec 10* con y = ree 10° 


即 
«= arocos( see 10°),8 = arecos( sec 10°),y = arccos( see 10°) 


最 后 ,我 们 给 出 一 个 关于 平面 上 两 个 凸 四 边 形 的 边 长 与 面积 关系 的 不 等 
式 . 
定理 3 设 平面 上 两 个 凸 四 边 形 的 边 长 分 别 为 ab,c,d ЯП a’ ,b' c d IET 
积分 别 为 4 Pu A' ,那么 
(ab + cd) (ac + bd) (ad + be) - (ab + cd')(a'c + bd) (a d + bre) > 
[(-a +b *c*d)a' + (a -b*csd)b + 
(a +b -c +d)e' + (a +b «c - d)d']AA" (13) 
BRUKA a,b,c,d Mab, d' 所 对 的 贺 周 角 分 别 为 a,B,y,8 和 a',B',y'， 
O , 则 当 且 仅 当 这 两 个 凸 四 边 形 都 是 加 内 接 四 边 形 (不 一 定 内 接 于 同一 个 圆 ) , 
且 


€ 
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"E 
时 , 式 (13) 取 等 号 . 
证 明 时 需 用 到 贺 内 接 四 边 形 边 长 e,b,c,d, 面 积 4 以 及 圆 半径 只 之 间 的 关 


系 式 
в = (Gb + ed) (ae + bd) (ad + be 
* 4A 


(请 读者 自行 证 明 ) 另外 ,还 要 应 用 正弦 定理 以 及 上 述 推论 4 便 可 以 证 得 ,详细 
EAA. 

特别 地 , 取 a = b' = с = d', 且 由 这 些 边 组 成 的 四 边 形 是 正方 形 时 ,有 下 
Titit. 

推论 8 设 平面 凸 四 边 形 ABCD 四 边 长 为 a,8,c,d, 面 积 为 A, 则 

(ab + cd) (ac + bd) (ad + bc. > (o + +e + да (14) 

当 且 仅 当 四 边 形 ABCD 为 正四 边 形 时 , 式 (14) 取 等 号 . 

注 :本 文 于 1988 年 4 月 21 日 寄 天 津 (中 等 数学 》,1989 年 4 月 ,天津 ( 中 等 数 
学 ) 第 2 期 " 短 论 集锦 ” 栏 中 摘登 了 文中 极 少 内 容 . 


(写作 时 间 :1988. 04. 20) 


3 “一 个 向 量 不 等 式 及 其 应 用 


本 文 给 出 一 个 十 分 有 用 的 向 量 不 等 式 , 可 以 用 它 来 推导 一 些 关于 四 面体 的 
FER 

首先 申明 ,文中 所 述 向 量 均 为 三 维 空间 中 的 实 向 量 ,我 们 将 采用 一 般 教科 
书 上 常用 的 向 量 写法 与 向 量 运算 符号 ,如 用 英文 小 写 黑体 字母 ‚5 ‚с, ,表示 
向 量 ;用 |a | 表示 向 量 a 的 模 ;用 a* b 表示 向 量 a 与 的 内 积 ,特别 地 ,a * a = 
lal! ,本 文 简写 为 a*; 用 a хь ча 与 5 的 外 积 ,本 文 简写 为 ab; 文 中 将 混 
(a x b) ‘e WEH abe; | abc | 表示 向 量 a,b,e 混合 积 的 绝对 值 ,这 个 绝对 
值 的 乘 方 就 写 在 绝对 值 符号 的 右上 角 . 


一 . 引 理 


由 于 这 些 引 理 的 证 明 在 一 般 向 量 教科 书 或 参考 书 上 均 可 找到 ,因此 这 里 就 
不 再 重 述 . 
引 理 1 а, = zb, + yb, + zb,(i =1,2,3), 则 


ала 
ааа, = x у z |5, 
^no 
引 理 2 
a-a a-b асс 
label" = |b-a b-b b-c 
ста c-b cre 
引 理 3 


labe|s lallsllel 
HAN HAK a,b,c 两 两 垂直 时 , 即 a.b = .ce =a*c =0 时 取 等 号 . 


二 .向 量 不 等 式 


定理 ”在 三 维 欧式 空间 中 ,对 于 任意 向 量 ai,5.(i = 1,2,…,n) 总 成 立 不 
等 式 


учар +2 ۰8,۰۵ < 


3| Y, (aa) ‘(Bp а) 


= 
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证 明 ”在 三 维 空间 销 氏 直角 坐标 系 中 , 设 a, = (xxavxe)( = 1,2, 


п) ‚с, = xb, + xyb, + ۰۰۰ + )ظ×‎ 1 = 1,2,3), 0 

Пе, > + lel? + lel? = 

(xb, + xb, etre В) + (xab, + xab, hub)! + 

(хар, + xob, ttr ob.) = 

(ah +аһ + DÎ Gh +a +) ++ (аң + a +) + 

205152 + хаха + zozo)(b, * b.) +2065 + xnxm + pg) (b +b) n + 
Dna + Saa +з, оло) (a b.) = 

la P * Ib + lal" IB nm la I Db P 8200 a) (b, 52) + 
2(a, a) (b, * b.) 22,5 a.) (b. 5.) = 


Ў арР) +2 Y, (асар) 
> P» 


同时 有 
le, + lal + leyl" = 3(le,l** le le D = 
(算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ) 
Зее) > 
З 1слеле, IT 051883) 
另外 ,又 有 


eee, = (anbi + anba + =: + xb) 
(xab, + xzb, + + xab,) 
(anb, + xb tna.) = 

Sn #0 Xy 

ža [bib + 


аз 3m Ар 


An *n 


Sn Xn 55 
n س‎ ža 


ха ža ха 


(Db, + 


Aen Жыз: sa 


b, b, b. (311) = 


Xeno Жаз ааз 


Lr 
m» С(ааја,) > (bbbb,)) 

故 由 以 上 Ф,@,@ 即 得 到 (1) 式 ,定理 获 证 

Jn = 4 时 ,有 下 面 推 论 1. 


куаш» 
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推论 1 
la, Ib P + la Ib P + la Ib P + 
la. Ib, I? +2[(a, а) (b; bs) + 
(a, чаз) b, ° bs) + (a; + a4) (b ` b.) + 
(а, ^a) (b * b,) + (a, * a.) (b; * b) + 
(a, a) * B0] > 
s | (632) * Gobbi) + (as) ` (bibb) + | 
(a,2,2,) ° (b,b,b,) + (a,2,2,) > (Ь,Ь,Ь,) 
HEHE Lieb, + b, + b, + b, = 0, 有 下 面 推论 2. 
ЖЮ2 (Rb = 1,2,3,4) WE b, +b, +b, +b, 20, (i212, 
3,4) 为 任意 向 量 , 则 
(b, + bi) (a, - a)? + (b, + b,) (a, а) + (b, + b.) (а-а)? + 
(b, * by) (а, - а,)* + (b, * b.) (a, а) + (B; * b.) (a, = a)! > 
3|(a, - a.) (a, - a) (a, - a.) |È * |bbsbs | G) 
将 式 (3) 左边 展开 ,注意 到 条 件 b， +b, +b, +b, = 0, 化 简 后 即 得 式 (2) Ze 
边 ; 在 式 (2) ЖШ b, =- b, - b, - b 代 人 ,同时 注意 到 等 式 : - aaa, + 
aaa, - ааа, + аа;а, = (a, - a;) (a, -a,)(a, - a,) , 便 得 到 式 (3) 右边 . 
如 果 在 推论 2 中 再 增加 条 件 a, +a, +a, +a, = 0, 有 下 面 推论 3. 
推论 3 ga bi = 1,2,3,4) а +a, +a, +a, = 0,b, + 
b, +b, +b, =0, 则 
= (b, * b,) (аза,)? - (b, - b,) (a,a,)? - 
(b, bo) (аза)? - (b; * ®,)(аа,)* = 
(5, 5) (a5)? - (b + b) (аа)? > 
3|b,bb, |È 12,252, |$ (4) 
Ш Ja, =-a -a -a 代入 式 (4) EM, EFER, FETE b, + 
b, +b, +b, = 0, 便 得 到 
3(4) 左边 = (00) + bî (a) + (аа)? + 
2(b ` b;)[ (ma) + (ауа,)] + 
20, b) Léa) * (аа,)] +20, *)[ баа) * (аа) > 
3 |B, b,b, | | (aa, ) (aa, ) (a,a,) | СЯ) 
又 据 向 量 的 二 重 向 量 积 运算 得 到 
(аза) (аза,) (525) = [ (a, x &) x (a, xa,)] + (a, xa,) = 
Iila, хаз) ‘a, Ja, - [ (a, хаз) *a,)a,] * (a, ха) = 
[(aasa,)a,] * (a, xa) = 


(2) 
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lana, |? 
因此 , 式 (4) 左边 > 3 |b,b,b, |È la,a,a, |Y Е. 
推论 4 ”空间 向 量 b, 满足 b, +b, +b, +b, = O,A,(i = 1,2,3,4) 为 每 两 
个 之 和 均 为 正 数 的 任意 实数 , 则 
Ab? + Ab) + А, + А,Ь! > 
303A + AAA, + ААА, + ASA! ° [bus |È 6» 
证 在 定理 中 取 n = 3 的 情况 ,并 令 o ra = а-а, cara = A B 
aî = À, + A.(i = 1,2,3), 这 时 
RO) 左边 = la P1 + las IBS + las ISP + 
2L (a, +a) (b, b) + (a, - a) (b, + by) + (а, +a) (b; *b,)] = 
(A, + Aa) [b + (А, +A) I I + (A, + AD [b + 
2A +b) + (b, + by) + (b; ° b,)] = 
А,Б + Aab} + АУБ) + A.(b, +b +Ь,)? = 
АМ + Ab} + АУБ + А,Ь 
而 这 时 
式 (1) 右边 = 312,2, | |b,bb, |È = 
a-a, asa, а а | y 
| аса, аса, аса, | + [bbb 9182) = 


а ‘а, ауса, а а 


PESE А y 
À A+A аса, |, = 
A د‎ AEN 


(AAA. + AAA. + AAA, ААА) » ТЫБЫ | 
式 (5) RIE. 
在 式 (5) Ф, PE А, = ЫМА, = mbibibi A, = mbibibi, A, = 
wu bib; b , 便 可 得 到 下 面 推论 5. 
推论 5 设 向 量 b,(i = 1,2,3,4) WE b, +b, +b, +b, =0,u(i=1,2, 
3,4) 为 任意 正 数 , 则 
(шщ жщ uy + uo) bbb), > 
27 (ujuyu Dj + uytu b; + шшщ + шшш) |b, bb, |? (6) 
应 用 上 述 向 量 不 等 式 可 以 推导 出 许多 关于 平面 或 空间 图 形 的 几何 不 等 式 ,， 
下 面 我 们 仅 给 出 关于 四 面体 的 几 个 不 等 式 . 


数学 奥林匹克 


不 等 式 研 究 г 


Primary inequality Proof 


三 .关于 四 面体 的 不 等 式 


命题 (Pede 不 等 式 在 三 维 空 间 的 推广 ) 空间 四 面体 AAAA, 和 
B,B,B,B, 的 体积 分 别 为 4 和 B, 记 楼 长 44，= alij = 1,2,3,4,i 0 j, XE 
a, 2a,) HAA (i = 1,2,3,4) 所 对 的 面 的 面积 为 4(i = 1,2,3,4) ЦАА 为 
RH EMH lij = 1,2,3,4,i 0j, E 0, = 6) M 

(5,5505 0, )al, + (зузусов 05) ai + (5,5,c0s Ou )ah + 

(1,5,c0s 05 )al, + (sas cos Oy) ай, + (55,005 Ox) ah > 

274B (7) 
(说 明 :据说 杨 路 教授 和 张 景 中 教授 已 给 出 了 匹 多 不 等 式 在 高 维 空间 的 推广 
式 , 本 人 并 未 见 到 有 关 文 章 ). 

证 在 三 维 空间 中 , 设 点 4i(i = 1,2,3,4) 所 对 应 的 向 量 04; = ai(i = 1, 
2,3,4) , 则 向 量 44) = a, - a (ij 

64 = (GS x A5) AX = 16а, - а,)(а, а) (а, =a.) | 


nu 
b, = BB; хБ,В,,Ь, = BB; x B.B,.b, = B.B, x HB,b, = B.B; x B.B, 
则 
b, - b, +b, - b, = 
EB; x B,B, - BB, x B,B, + BB, x B.E, -BB x B.B, = 
B,B, x B,B, - (B.B; + В,В,) x B.B, + B.B; x BE, - BB, x B,B, = 
BB; x BB - EB x B.B. - B,B; x B.B; = 
B,B, x (BB - EB) - BE x B.B; = 
EB, x EB, + EB x EB, = 
(B,B; +В,В,) x EB, = 


B,B; x BB, = 


0 
据 右手 定 则 , 易 知 有 
b, + b, = (B;B; x BB) + (BB; x B.B.) = 483000. 
等 另外, 记 c，= BBr,e, = В,БВ,,с, = BIS 


bubo, = [ (B,B; x BE) x (B.B; x В,В,)]. (B.B; x B.B.) = 
Iles =e) x(-cj)]x[(e;-e) x CC е) ° 
[te -e) x(-e)] = 
[Ce xe) x (e, xe)] · (6 xe) = 
IG xes) + езе, = EG хез) ‘e, Jey} + (e, xe) = 
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= G6e)Lo * (e, xe)] = 
- dens? = 
= (6B)* 
将 以 上 各 量 分 别 代 人 (3) 式 左 \ 右 两 边 ,并 经 整理 便 得 到 式 (7). 
式 (7) 也 可 由 式 (4) 推 得 ,我 们 这 里 就 不 再 推 证 了 . 
命题 2 空间 四 面体 B,B8,B,B, 体积 为 有 ,顶点 B.(i = 1,2,3,4) 所 对 的 面 
的 面积 为 s(i = 1,2,3,4) ,实数 xi(i = 1,2,3,4) 满足 每 两 个 之 和 为 正 数 , 则 


жый жай + ر + ر‎ < 
› 
E Css ann + کی‎ mmm) - pf (8) 
在 式 (5) 中 , 令 b, = BB; x B,B,,b, = BUB, x B,B,,b, = БВ; x BB 
b, = ВВ, x B.B, 代入 ,并 注意 到 з, = 188; x B,B, |$, UL ЬЬЬ, = 


(6B) (Ф 1 中 所 证 ) 便 可 证 得 式 (8). 
这 里 顺便 指出 ,不 难 证 明 式 (8) 弱 于 笔者 在 文 "关于 四 面体 的 一 个 三 角 不 
等 式 及 其 应 用 "@ 中 所 给 出 的 如 下 不 等 式 


nd жей жей += > 
ЕА G + ررر + ہیر + ر‎ IPC 
А + ауу] + mod + and] ninh] + maA A) B 


在 式 (8) ra, = ys2sss4 等 代 人 , 即 得 下 面 命题 . 
命题 3 ”空间 四 面体 B,B,B,B, 体积 为 B, 顶 点 B.(i = 1,2,3,4) 所 对 的 面 
的 面积 为 5.(i = 1,2,3,4) ,yi(i = 1,2,3,4) 为 任意 正 数 , 则 
(tn t +y) nasa > 
2187 رر‎ XO ENII + VVV) В (9) 
特例 :(1) dddd > 2 18 
车 应 用 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ,又 得 
з 
(2) sss, > абр 
KRMA, Н V.S 2 BUS Р, JU P > 72 太 ,以 上 特例 (2) 
显然 是 这 个 不 等 式 的 加 强 . 


(bes +з] +44)В'; 


O 杨 学 枝 , 林 章 入 主编 . 福建 省 初等 数学 研究 文集 . 福建 教育 出 版 社 ， 
1993 年 7 月 ,P34 ~ 43. 
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命题 4 空间 四 面体 B,B,B,B。 体积 为 B,P 为 此 四 面体 内 任意 一 点 ,点 P 在 
顶点 Bi = 1,2,3,4) 所 对 的 面 上 的 正 投影 分 别 为 C = 1,2,3,4) Br C.C, 
GC 所 组 成 的 四 面体 体积 为 C, 则 

c< (10) 


证 “车 记 项 点 Bi = 1,2,3,4) 所 对 的 面 的 面积 为 si = 1,2,3,4) ER 


(8) 中 取 = ELG = 1,2,3,4) ,于 是 式 (8) 左边 


5, 
"ITI 
| PC 1e s +L PC lesa + PC 1 +з, + PC In = 
3B 
Bh EERE P ~ C,C,C, 的 三 个 面 角 分 别 为 CCzPC = a, 4PC, = 
ay, £ CPC, = om JUL В,В,,В,В,,В,В, JUS ЛИУ a ,aavas 互补 - 
根据 四 面体 的 体积 公式 (证 明 从 略 ) 得 到 


1 
Vraco = \РС\\\РС,\!РС, k 


тайа ea, оба, + Ecos acon 608 в, 


В = (Уза) = Fans: 


i-a) Той (n-o) -or (a - a5) Тена = а,)со(т = a )cos(r = ay) = 


Dun/ cor T eoa; гота Tena o ae a, 


waaa _ SIPC, ПІРС, 11РС,1 
в >. nist 


因此 


_ IPG) IPG] IPG] _ ean 
d mem t. п m 38 


AV, 40, сос, АУ, сс 4 
БИЯ ауу, = ОРЕ луш = уй зз = т Ыш 
到 


дауда + дудуди + удаа IS = 


Укаев) - 


于 是 , 式 (8) 右边 为 


数学 奥林匹克 
不 等 式 研究 


у 
(ns, mE 


эвї. сї 
根据 不 等 式 (8) , 便 得 到 
3B >98 .c+ 
m с= в 
证 毕 . 
最 后 顺便 指出 ,本 文中 不 等 式 (1) ~ (10) 及 其 证 法 均 可 以 推广 到 n 维 欧式 


空间 上 去 ,得 到 相应 的 向 量 不 等 式 和 n 维 空间 中 的 单纯 形 的 一 些 不 等 式 . 
E: 本 文部 分 内 容 刊 于 (湖南 教育 学 院 学 报 》 ,1992 年 第 2 期 (4 H). 
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4 ”外 和 森 比 克 不 等 式 的 加 权 推 广 


三 角形 的 三 边 长 为 a,b,e, 面 积 为 A, 则 有 不 等 式 
d + "ل‎ + >434 
当 且 仅 当 此 三 角形 为 正三 角形 时 取 等 号 . 
这 就 是 著名 的 外 森 比 克 ( Weitawnbsck) RER, 在 单 丧 的 《几何 不 等 
式 》( 上 海 教育 出 版 社 1980 年 版 ) 一 书 64 页 已 给 出 了 推广 式 


a + a + ea > Aun T (ж) 
这 里 ai(i = 1,2, n.n >3) 为 平面 凸 n 边 长 ,4 为 其 面积 ,等 号 当 且 仅 当 这 个 
m 边 形 为 正 m 边 形 时 成 立 . 


本 文 将 对 上 述 推广 式 再 给 予 加 权 推 广 ,得 到 以 下 定理 . 
те АА, А, 是 平面 同 n 边 形 ,面积 为 4, 各 边 长 为 44i, = a, 
(i 71,2, 7,0, = 3, FASE AL =A, FR), RO € (0,0) (1 = 1,2,---,п, 


123,8 X6 = s 230 


Ў, сива > 44 O 
ЭНОШ n 36 RE FJ. B. 
2 2 а, 
ж na” 7 "ДЕА 


(R IAFB) HRO) 取 等 号 . 
为 以 下 证 明定 理 时 方便 ,首先 ,给 出 并 证 明 以 下 两 个 重要 引 理 . 


i 
引 理 1 Who 6(E 8 1,2,,n 71,02 3) DR Y a, У 0, € (0,0) JU 
e 


2 


й 
H Xe 2a, - sin(2a, + 2; +  *22,4)] Q) 


MEAN a, = Bi = 1,2, 7,0 -1,n 2 3) 时 , 式 (2) 取 等 号 . 
证 ”应 用 数学 归纳 法 
Mn = 3 时 , 即 要 证 明 


cot 0, sin”a, + cot 6sina; ~ cot(b + 8) * sin’ (a, + o,) 2 


“ 


ot бзїп?@, ~ cot( 0, + 0, + + On) * sin? (a +а ++ tau) 2 
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sin 2a, + sin 2а; - sin(2a, + 204) ] (3) 
由 于 
sin 2a, + віп 2a; ~ sin(2a +2a,) = 
2sin(a, + а) сов(о = œ) = 28іп(а + а,)соз(а, + aj) = 
2sin(a, + aj) [cos(a, = a) = cos(a, +m)] = 
4sin asin aysin(a + a) > 0 
因此 式 (3) 又 可 变换 为 
cot bisinzal + cot gosinzaa ~ cot(6, + 6) ° sin? (a, + e) k 
sin asin a;sin(a, + a) = 
将 上 式 左边 拆 项 ,并 应 用 三 角形 有 关公 式 ,可 以 得 到 
cot 6, [cot а, - cot(a, + à,)] + cot 0,[ - cot (a, + a) + cot a, ] – 
eot(6 + 6) (cot a, + cot aj) 22 (4) 
于 是 ,要 证 明 式 (3) 成 立 , 变 为 去 证 明 式 (4) RE. 


由 公式 cot(b +) = A > ssp gg quel 


cot 0, + cot 6, 
— cot 6;cot( 0, + &,) — cot( 0, + 0,)cot 0, + cot Ocot 0, = 1 
同 理 有 


— cot осо (а, + a) = соба, + а,)со o, + cot acot a = 1 
又 由 于 


cot 0, + cot b = сов, + 6) = 


同 理 有 


sin 0 + sin 0, + sin(0 +Ó) 、0 
2sin 6,sin 0,sin( 0, + 6,) 
coto, + cot a, - соо; + а) > 0 
因此 . 
cot O, + cot б, ~ cot(0, + &) = cot 20, + cot 10, = cot ^ (6, + б,) +2 
cota, + cota; = cot(a + aj) = [cot "a, + cot "a, = cot (a, +а,) +2 
再 根据 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 ,有 


[cot 0, + cot 0, = cot(6, + 6,) [cot a, + cota; = cot (a, + a,)] = 


cot 70, + cot 20, + co (0, + 0,) +2 ° 
„cot a, + cot a; + co (a, + a) + 2 > 


со! бсо! a, + cot cot a; + cot( 0, + 0,) * cot(a, + a) +2 

将 上 式 加 以 整理 , 便 得 到 式 (4) , 故 式 (3) 成 立 . 由 上 面 应 用 柯 西 不 等 式 时 
取 等 号 条 件 便 知 , 当 且 仅 当 cot 0, = cot a ,cot 6, = cot az, Ë) 0, = а,б, = 
es (IB 01,0, sa € (0,т)) 时 , 式 (4) 中 的 等 号 成 立 , 即 式 (3) 中 的 等 号 成 
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立 . 这 就 证 明了 当 n = 3 时 , 式 (2) 成 立 . 
假设 n = 上 时 , 式 (2) 成 立 , 即 对 于 a,0.(i = 1,2,…,k - 1k > 3) 以 及 
эз aa 
P» E^ € (0,7) 时 ,有 
Xe bisinzai ~ cot(0, + 0, +  *6,,) * sin" (a, + a, ++ a) > 


T 
н У sin 2a; -sn(2m + 26, + == +2в)] Ф 


o a 
Pin = +1 时 ,由 于 @i,0.(i = 12,7, 4) АУ а, D б, € 0,0) ,当然 
ы эз 


# а, 9 € (0,7) ,因此 , 据 n = 3 的 情况 , 即 有 


cot(0, + 6, ++ + bi)sinz(a + e, +e +a) + cot Osina, — 
cot(0, +6, + + 6) ° sin (а, + a * a) 2 


ея + 20, ++ + 2а) + зіп 201 = 
sin(2a + 20, + … + 20) ] Ф 
将 不 等 式 D.O 两 边 分 别 相 加 , 便 得 到 


X cot &,sin'a, ~ cot(0, + 0, ++ + 6) ° sin" (a, +а ++ 4a) > 


E Xe 2a, - sin(2a, + 2m +. +2а,)] 

这 表明 当 n = 上 + 1 时 , 式 (2) 也 成 立 , 这 时 ,由 不 等 式 DD 取 等 号 条 件 
知 , 当 且 仅 当 6, = о = 1,2, 4) 时 上 式 等 号 成 立 . 综 上 可 知 , 当 n€ N,n > 
3 时 , 式 (2) 总 成 立 , 并 且 当 且 仅 当 B = a = 1,2, = 1,a =3) 时 , 式 (2) 
中 等 号 成 立 , 引 理 1 得 证 

由 引 理 1, 立 即 得 到 下 面 引 理 

引 理 2 аа 1223) €). 8Y6 = Xa = z, 
则 


ot 0,sina, > PL 2o, (5) 


HERH O = о, = TG = 12,7 > 3) 时 ,不 等 式 (5) KFS. 


下 面 我 们 就 来 证 明 本 文 开头 提出 的 定理 . 
由 于 在 边 长 给 定 的 平面 凸 n 边 形 中 ,以 其 内 接 于 圆 时 的 面积 为 最 大 ,因此 ， 
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我 们 只 要 证 明 凸 n 边 形 4,4,…4, 内 接 于 图 时 , 式 (1) 成 立即 可 . 
BII АЈА, (i = 1,2,…,n) 所 对 应 的 圆周 角 为 a,(i = 1,2,…,n) ,加 半径 
为 R, 则 
a, = 2Rsin a, (і = 1,2,---,п) 


且 24 = R È sin 2a, 
代入 不 等 式 (1) , 便 得 到 不 等 式 (5) ,由 此 可 知 不 等 式 (1) 成 立 , 由 不 等 式 (5) Ж 
等 号 条 件 知道 , 当 且 仅 当 b = а, = i = 1,2, 0,0 23) REED n 


形 内 接 于 圆 , 且 
а а а, 
时 ,不 等 式 (1) 中 的 等 号 成 立 . 
在 定理 中 ,分 别 取 n = 3,n = 4, 便 得 到 以 下 两 个 推论 . 
推论 1 i AAAA MIKAN AM, = а, ,А,А, = а,,А,А, = ay PURA m, 
not ERKE z + za, nn > 0, 则 


җай + жуа + хуа} > 4,/хулу (XQ 33 0 À (6) 


= 28 


Е LE 不 等 式 (6) 取 等 号‏ شد S‏ 5+ وو 
这 只 要 在 不 等 式 (1) 中 n=3 时 , 令‏ 
ЕЛ‏ 


аху + жул + хул, 
Xy + худу + лу 


cot 0, = (i = 1,2,3) 


代入 便 得 到 . 
推论 2 ” 设 凸 四 边 形 AAAA AKH AA = aAA = aAA, = ay, 
a4, 其 面积 为 A aux uns uos 为 任意 实数 ,而 且 满 足 
anta + mina + mixta EIL ر‎ 0 
ду ta tay ta 


mal + nal + sal + aa) > 4 [ксы .4 (7) 
当 且 仅 当 此 凸 四 边 形 内 接 于 圆 ,而 且 
(aa + x) (a tau) (жао) (а жаз) (а t) x 
а Е di à 
(ж +a) (a, au) Gn +х,) Gm tx) Gn fm) Gs x) 
а К а 


时 ,不 等 式 (7) 取 等 号 . 


则 


这 只 要 在 不 等 式 (1) 中 ,n = 4 时 , 令 


cot; = д" (i=1,2,3,4) 
proper 


代入 便 得 到 . 
特别 地 , 若 在 不 等 式 (7) 中 , 取 = (i = 1,2,3,4) , 便 得 到 
(a, + oa + a, + а,)(ауауа, + aaya, + араа, + 0,00) > 164° (8) 
当 且 仅 当 四 边 形 为 正四 边 形 时 , 式 (8) RE. 
这 说 明 "关于 平面 四 边 形 的 一 个 不 等 式 ”( 杨 学 校 ,《 数 学 教师 》 ,1987 年 第 
6 期 ) 一 文中 提出 的 不 等 式 ,只 不 过 是 不 等 式 (7) 的 特例 . 
BERSA) Ф.а = LG = 1,2,3,4) , 便 得 到 
ajaja, + aiaia; + jajaj + ajo) > (o +a} + oj +a) — (9) 
当 且 仅 当 四 边 形 为 正方 形 时 ,不 等 式 (9) KES. 


注 :部 分 结论 刊 于 (数学 通讯 )1991 年 第 6 期 “问题 解答 ”栏目 的 评注 中 . 
(写作 时 间 :1986. 03. 20) 
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5 平面 凸 四 边 形 的 一 个 不 等 式 


《湖南 数学 通讯 )1986 年 第 4 期 上 苏 化 明 老 师 给 出 了 关于 四 边 形 的 一 个 不 
等 式 ,这 就 是 : 
设 凸 四 边 形 ABCD 的 四 条 边 长 分 别 为 ab,c,d, 它 的 面积 为 4, 则 有 
ab + ac + ad + be + bd + cd > 6A a) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 四 边 形 ABCD 为 正四 边 形 时 成 立 . 
本 文 将 式 (1) 进一步 加 强 ,得 到 一 个 新 的 关于 平面 凸 四 边 形 的 不 等 式 . 
定理 ” 设 平面 凸 四 边 形 的 四 边 长 分 别 为 e,b,e,d, 它 的 面积 为 ,那么 
(ab + ed) (ac + bd) (ad + be) > (a +b + e + 4)'4* (2) 
MH B (24 ABCD 是 正方 形 时 取 等 号 . 
为 证 明 时 方便 ,我 们 先 来 证 明 下 述 两 个 引 理 . 
引 理 1 设 a,B,y,9 Є[0,т],На+В+у+е = «Jl 
sin a + sin B + sin y + sin 0 < 2⁄2 (3) 
MAM a = B = y = 0 = TRA. 
证 明 ”由 于 
sin a + sin + sin y + sing = 
2sin ®+ ВоВ + 2sin + boos < 
Zoin 3 + ہن2‎ Zt = 
Asin tHE + cos AB) < 
22 
m sin а + sin В + sin y + sin 0 < 2⁄2 
由 以 上 证 明 不 难 知道 , 当 且 仅 当 a = 8 = у = 0 = 至 时 取 等 号 , 引 理 1 获 证 


引 理 2 。 圆 内 接 凸 四 边 形 ABCD 的 四 条 边 长 分 别 为 a,b,c,d, 它 的 面积 为 
4, 贺 半径 为 R, 则 
= Cab + cd) (ac + bd) (ad + bc) 
а= z [2 


证 明 BAB = a,BC = b,CD = c,DA = d, 则 


数学 奥林匹克 


FIRER м2 


19,8 +0 = ,于 是 有 
cos B + cos D = 0 
因此 
+ AG ê + AC o 
Zab Zed 
(ab +ed)AC = (а? + уса + (è + d')ab = (ac + bd) (ad + bc) 


, . Cac x bd) (ad + 
ми 4€ ab + cd 


由 于 四 边 形 ABCD 面积 可 视 为 两 个 三 角形 ABC 和 ACD 面积 之 和 ,所 以 
4 = Tobin B + Тойы р Е io + cd)sin В = 
109 + ed) E - 
/ (ab + cd) (ac + bd) (ad + be 
4R 
由 此 便 得 到 不 等 式 (3) , 引 理 2 WE. 
引 理 2 还 可 用 托 勒 密 定理 作 如 下 证 明 
À = Тана B + edsin D = 
(ab + cd)sin B = 
1 AC 
Fab + ea) -SE 
同样 有 
4 = Haa + be) E. 
将 以 上 两 式 左右 两 边 分 别 相 乘 ,另外 ,由 托 勒 密 定理 有 
AC- BD = ac + bd 


这 样 就 有 


дз = (ab + ed) (ас + bd) (ad + be) 
16R* 


两 边 再 开平 方 ( 取 正 值 ) 便 得 到 不 等 式 (4). 

不 等 式 (4) 给 出 了 圆 内 接 四 边 形 四 条 边 长 四边 形 面积 及 其 外 接 圆 半径 之 
间 的 关系 ,很 显然 , 它 是 三 角形 中 这 种 关系 的 推广 

现在 我 们 就 可 以 来 证 明 本 文 提出 的 定理 . 
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由 于 在 边 长 给 定 的 所 有 四 边 形 中 以 内 接 于 圆 的 四 边 形 具 有 最 大 面积 , 因 
此 ,我 们 只 要 去 证 明 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 时 不 等 式 (2) 成 立即 可 . 

设 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 半径 为 只 的 圆 ,由 四 边 48,BC,CD,D4 所 对 的 弧 
向 着 四 边 形 一 旁 的 圆周 角 分 别 为 a,B,y,9, 则 

e+B+y+0= т 

RE а,В,у,0 € [0,7]. 

根据 引 理 1 有 

sina+sinB+siny+sing<20 (ж) 
另外 ,由 正弦 定理 有 
sina = Жай = dye y = бте = £ 
根据 引 理 2, 这 里 
R= (eb + ed) (ae + bd) (ай + Be) 
4A 

将 这 些 量 代 入 不 等 式 ( 六) ,同时 两 边 平方 并 加 以 整理 便 得 到 不 等 式 (2). 根据 


引 理 1 取 等 号 条 件 便 知 ,不 等 式 (2) 当 且 仅 当 四 边 形 4BCD 是 正方 形 时 取 等 号 . 
如 果 应 用 算术 - 几何 平均 值 不 等 式 , 便 有 


(ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) EC + ae + ad + be + bd + ed)? 
那么 ,由 不 等 式 (2) 又 可 以 得 到 不 等 式 


ab + ac + ad + be + bd + ed > + b+e eda (5) 


显然 ,不 等 式 (5) 仍 比 不 等 式 (1) 强 ,如 果 在 不 等 式 (5) 中 再 应 用 
(a +b +e +d) m Bab + ac + ad + be + bd + ed) 


便 可 以 得 到 不 等 式 (1). 由 此 可 知 ,不 等 式 (1) 仍 是 一 个 较 弱 的 不 等 式 . 
(写作 时 间 :1986. 11. 09) 


Primary Inequality Proof 


6 ”对 “每 期 一 题 ”的 别 证 和 推广 


《中 学 数学 教学 》( 安徽)1986 年 第 6 期 的 “每 期 一 题 " Ж: 

He ку -3xy = 0, 则 -1 < z «y <<3( 下 称 原 命题 ). 

解答 者 给 出 了 三 种 不 同 证 法 . 本 文 将 再 给 出 一 种 简捷 证 法 ,最 后 给 出 原 命 
题 的 一 个 推广 ,同时 用 类 似 的 方法 给 予 证 明 . 

对 原 命题 ,我 们 的 证 明 如 下 . 

首先 对 于 * = 0 或 y = 0, 都 有 x +y = 0, 原 命题 显然 成 立 . 

下 面 来 证 明 对 于 x ЖП у 都 不 为 零 时 , 原 命题 成 立 . 

由 y! -3xy = 0, 不 难 知 道 + у 和 xy 必 为 同 号 事实 上 , 若 * +y > 0， 
x »-y Ада > уа ey »0,X xy < 0, 因 此 如 +) -3xy > 0, 同 理 
可 知 ,着 * +y < 0,zy > 053! «y! -3xy < 0, 这 都 与 已 知 条 件 矛 盾 , 故 x + y 
和 xy 必 为 同 号 , 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 

3 › 
š Ey: анун? с азау. 


G+ „0 
Злу 
(HF x + y S e! 同 号 ) 即 
-1<x+y 
另 一 方面 
= баай SERE Gay) 本 


ау 


+.) у) 
эу (x-!20 


即 x+y <3 
原 命题 获 证 . 

下 面 我 们 给 出 并 证 明 原 命题 的 推广 . 

命题 xyC ВЕК, Lx" yt - (4k - 1) (ay) = 0, 则 

-1<х+у<4Ё-1 

证 对 于 x =0 或 y = 0, 总 有 x +y = 0, 命 题 显然 成 立 . 

下 面 我 们 就 :和 y 都 不 为 零 的 情况 来 证 明 命题 成 立 . 同 原 命题 的 证 法 一 样 ， 
由 已 知 条 件 


att a yt - (4k - 1) (y) = 0 
不 难 推 知 x + y 和 xy 必 为 同 号 . 此 时 我 们 分 两 种 情况 证 明 . 
(1) x +y >0,xy > 0, 即 x > 0,y > 0. 
这 时 ,显然 = + y > - 1. 另 一 方面 ,由 于 


=0 
即 
(4k -1) - (x+y) 20 
(x*y) S4k-1 
故 -1<x+ys4k-1 
(2) is ey < 0,xy < 0. 
这 时 ,显然 (x +y) < 4k - 1, 男 一 方面 ,由 于 
Po 
+ аат) ° 
х+у 
(4k - 1) (яу) 
[(4Е - 1) (y) + («* yt) - 
xy yt) + Gy)! GI yt) e 
Gy") (ж) 
因为 zy < 0, RI 


даз aye s cay 
- )ر‎ + yt) >- 2(ay) 
(Gy)! GI + у**) >- Aay) 


- (ant 
将 上 述 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 到 
(7 yt) - xy (a + yt) + (xy) (t yt +..- 
(ay)™ > - (4k - 1) (ay)™ 
又 由 于 
و ق س‎ 
(4k -1)(ху) 
FIA, RO) 右边 总 大 于 零 , 即 


аа Qn 


Е 2 =. 
PY pl Dy = 2+7+1 >0 
因此 -1<х+у 
dk -1 <а+у< 4-1 
数学 奥林匹克 
446 


Primary Inequality Proof 


综 上 可 知 命题 成 立 , 当 且 仅 当 x = у = 2k - Û 时 右边 不 等 式 才 取 等 号 


最 后 ,顺便 指出 ,本 文 的 推广 命题 还 可 叙述 为 : 
车 x,y € К, ЖЕК, А ае + y - Alay)” = 0,4 > 0, 则 
-ys 
MEN = у = + 时 右边 不 等 式 取 等 号 
(写作 时 间 :1986. 12. 18) 
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7 ”关于 椭圆 内 接 三 角形 的 最 大 面积 与 
椭 球 内 接 四 面体 的 最 大 体积 的 问题 


众所周知 ,在 一 个 定 圆 内 , 作 内 接 三 角形 ,以 正三 角形 时 的 面积 为 最 大 . 但 
是 ,如 果 把 圆 换 成 椭 贺 ,情况 又 是 如 何 呢 ? 这 个 问题 已 有 人 作 过 研究 0, 解 法 较 
繁 ,这 里 我 们 就 梢 圆 内 接 其 三 角形 的 最 大 面积 问题 给 出 一 种 简捷 的 解法 ,同时 ， 
还 用 这 种 类 似 方法 解答 了 椭 球 内 接 四 面体 ( 即 四 面体 的 四 个 顶点 都 在 椭 球 面 
上 ) 的 最 大 体积 的 问题 

定理 1 ” 若 椭 圆 的 两 个 半 轴 长 为 a,5, 那 么 ,椭圆 内 接 三 角形 的 最 大 面积 为 


эб 
定理 2 GRENIER a,b,c RA BEA PR RIBUS 
SB abe. 
为 证 明定 理 时 方便 ,下 面 我 们 先 提出 并 证 明 三 个 引 理 
引 理 1 dH) = 1,2,3) WEES e! = 1, 则 
^on d 
a n 138 а) 
ani 
E RAG) = 123) 8000012,3) MEIA? + 


Ў =1, 因 此 Ai(i = 1,2,3) 点 都 在 单位 图 ** + = 1 E. 另外 ,我 们 根据 平面 几 
何 中 , 圆 内 接 三 角形 中 ,以 内 接 正三 角形 的 面积 为 最 大 ,同时 利用 解析 几何 中 已 
知 三 点 求 三 角形 面积 的 公式 , 便 有 


* 1 
nnl 
anl 


> 


| 
Sawa = 3| 

lx, 

(半径 为 的 图 内 接 正 三 角形 的 面积 为 3 ) 故 式 (1) WE 


Ф 胡 立 编 ,关于 椭圆 内 接 四 边 形 和 三 角形 的 最 大 面积 ,《 数 学 通报 》， 
1987.03. 
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Primary Inequality Proof 


引 理 2 ”四 面体 ABCD 的 体积 为 V, 其 外 接 球 半径 为 RR, 则 
vs E Q) 
当 且 仅 当 四 面体 ABCD 为 正四 面体 时 等 号 成 立 . 
《数学 通讯 )1984 年 第 12 期 “也 论 四 面体 的 不 等 式 关系 ”一 文中 ,给 出 了 
式 (2) 的 一 种 证 法 ,这 里 我 们 将 给 出 一 种 十 分 简捷 的 证 明 . 
证 明 КАВ = a,CD = a',4B 与 CD 成 角 为 a,0 为 四 面体 外 接 球 球 
心 ,从 0 分 别 向 4B,CD 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 ,0', 则 0,0' 分 别 为 线段 4B,CD 
的 中 点 , 且 
оф =R- ie ,002 = Ro" 
又 设 d 为 4B 与 CD 两 异 面 直线 的 距离 ,由 四 面体 的 体积 公式 
Y = aa'dsin a 


6V 


sin a 


得 到 d 


在 A0QQ' 中 ,显然 有 00 + 00' > 00' = d, FÆ 
2(00 + 00?) > (00 + 00) > Ф 


由 此 得 到 
aum -4 P) +2( - a") > zu 
即 
4 > ie * ie * GE = > 
La. a. WY 
Зе uiro a 
ICT 
也 就 是 
v < Rain a (3) 


由 于 sin a < 1 ,因此 便 得 到 式 (2). 顺便 指出 ,我 们 这 里 的 证 法 得 到 了 比 式 
(2) 更 强 的 不 等 式 (3). 由 以 上 证 明 过 程 中 ,不 难得 到 当 且 仅 当 四 面体 48CD 为 
正四 面体 时 式 (2) 中 等 号 成 立 . 
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引 理 3 Won) = 1,2,3,4) 满足 方程 «y +Z = 1, 则 


* onn 


163 
ш; 


1 
р 4 
1 (4) 


» 1 

证 m = 1,2,3,4) 896,75) (i = 1,2,3,4) WEN 
Bety +? = 1, 由 此 可 知 ,点 4i(i = 1,2,3,4) ARER? +y +2 =1 
E, BURKE 4,4,4,4, 为 球 内 接 四 面体 . 记 四 面体 4,4:4;4, 的 体积 为 Y, 根 据 引 
理 2 便 有 


n 


85 
v< 


另 一 方面 ,由 空间 解析 几何 知识 知道 ,四 面体 4 4,454, 的 体积 为 了 

an 1 | 
1 

Ра 1 


» | 
Hs, 1 


为 
» 


n 


Ys * 


1 
6 


由 此 便 得 到 


“Ё 


3283 RIE. 
现在 我 们 就 来 分 别 证 明定 理 1 和 定理 2. 


RET SIEHE RR ABER EA x) (i = 1,2,3) BANG +; = 
1E EAR IG, y) (i = 1,2,3) 满足 方程 
CD! «(D =1 
根据 引 理 1 及 三 角形 面积 公式 有 


Ф 拾 叶 , 解 析 几 何 中 四 面体 的 体积 公式 《数学 教学 研究 》 甘肃 ,1987. 
01. 


aynl 
ЕЕ دد ت ااج‎ 1 n aad = 
为 为 1 
5 ' p S, 
aoa Pa 
ж on 
a b 1 
lala 2 1.338 „ 
TU. к | 27 
5n 
а Б. 
м 
m Sawa > Bab 


IP 

RERILISIERI EDITA ABER REA Cn) (i = 1,2,3,4) EIR 
WE + +5 = 1 ЕЩ, ИШК AAA, 内 接 于 并 球 , 则 (sy,,5) 
(i =1,2,3,4) 满足 方程 


(E) + (+ А 


根据 引 理 3 及 四 面体 的 体积 公式 有 
2 S 
LEA © ov 
anal 
= ; E 
anal | Wo o) 
ET * o» nd 6 5 b > ` 
3 a 2 e eX] 
anl 2 * 


aja 
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即 


ana 
ке! 
m h m | 
ака b с '|| ае 168 
|= x 5 |69 
e b e 
ri EE 
УЯ 


Vus < ае 


жининин еа хк ate em 2 获 证 


以 上 方法 可 以 向 n 维 空间 推广 . 
(写作 时 间 :1987. 05. 12) 


ыраны 
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8 ”椭圆 内 接 " 边 形 的 最 大 面积 问题 


本 文 完全 用 初等 方法 较为 简捷 地 解决 了 椭 贺 内 接 n 边 形 的 最 大 面积 问题 ， 
同时 ,还 给 出 了 最 大 面积 取得 时 ,这 个 n 边 形 的 位 置 . 


定理 MH +2; LARA n 边 形 的 最 大 面积 为 上 nabsin (n € 


N,n > 3). 若 这 个 n 边 形 按 洲 时 针 转 向 的 各 个 顶点 为 h(x,7,) (k = 1,2,…， 
п) ,其 面积 取得 最 大 值 时 ,各 顶点 坐标 应 满足 以 下 关系 式 


а = meos PD, -Aysin 2D, 

ж = {аза OD + усов OLD, 
为 证 明定 理 需要 ,下 面 先 证 明 一 个 引 理 . 

ЗЕ ROSA «6 «- < 0, «2s, Rl 
sin(b - 01) + sin(0, — 0,) +  * sin(0, - 6,4) + sin(0, - 6) < nsin E 

[o 

HERH O, -6 = 0, -4 = ska) 中 的 等 号 成 立 

证 设 h(cos0,ssin0)(k=12,nn>3, 有 0 S 0, < 0, < < 
û, <2) ERI S + ° = 1 上 的 n 个 点 ,构成 北 时 针 转 向 的 加 内 接 n 边 形 
ВВ, -В, Ат 


Saw = Saou + Sao * + Saou = 


(k = 1,2,*,2,n2 3) 


+ [sin(0, = 0) +sin(@ = 6) + == + sin (2# + 0, = 6.)] = 


10400, ~ 0) + sin(0, = 0,) + = + sin( 0, ~ 0.)] 
(这 里 0 为 单位 圆 圆心 ). 
另外 , 据 内 接 于 同一 贺 的 所 有 n 边 形 中 ,以 正 n 边 形 的 面积 为 最 大 (读者 可 
参考 蔡 宗 喜 的 (等 圆 问题 》 一 书 ,人 民 教育 出 版 杜 ) ,可 以 得 到 


(这 时 加 半径 为 1) 因此 ,有 
sin(6, = 0,) + sin(&, — 6) + +sin(0, - 0.) < nsin 28 
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当 是 仅 当 这 个 贺 内 接 ， 边 形 为 正 * 边 形 ,也 就 是 = 0, = 0, - 0, = … = O, = 
Bı = PE p RO) 中 的 等 号 成 立 , 引 理 获 证 

下 面 我 们 就 来 证 明 本 文 所 提出 的 定理 . 

Ж A, (асов 6, ,bsin 0,) (k = 1,2,…,n,n = 3) ,是 按 逆 时 针 转 向 ( 即 离心 角 
0,8,,7,4 EO < 0, < б, < … < 8, 22) БИЕ +2; = 1 OPH n 
形 项 点 ,其 面积 为 

St = Sonus + оць + … + Saorg 
(这 里 0 О) 根据 解析 几何 中 , 求 三 角形 的 面积 公式 ,有 
0 0 1 


DES + асов, зіп ө, 1|= тавада -&) 


[acos б bsin O. 1 
(k = 1,2, ,non > 3,3Ф#72 B... = B, 0,4 = 0.) 因此 
= qat sinas - 0,) + sin(0, = 6) +  *sin(j -6.)] < 


чага, 


1 2т 
2 nabsin A 


(#31) 即 


Ss S парй 22 


2 
由 式 (1) 取 等 号 条 件 可 知 ,这 里 的 等 号 当 且 仅 当 0, 70, = 0, - 0, = … = 
6-6. = 2E 时 成 立 , 也 就 是 说 这 时 本 图 内 接 п IDEAS BUS RA 下 面 我 们 


来 求 取得 最 大 面积 时 n 边 形 各 顶点 A(x4 4) (k = 1,2, nn 2 3) 的 坐标 之 
MRHAR. 


首先 ,由 
0, - 0, = 0, – 6, = ++ = Ө, - 6, 
可 以 得 到 
в, 26 ED, (k 91,2, n, 23) 
因此 


cos б, = eo ñ eos 2 E -sin asin KED 


k n (k 212,75, 23) 
sin 0, = cos glsin 2-0, + sin он dE Ds 
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dB x, = acos у, = bsin G, El cos Ө, = Ê, sin 8, = DE = 12,7) КА 
EX atom al 

т ССИ 
定理 获 证 

在 定理 中 , 取 m = 3,4, 分 别 得 到 以 下 两 个 推论 

Hii MAS +2; = 1 的 内 接 三 角形 的 最 大 面积 是 3 人 ob 取得 最 大 而 


ЯВ, ХАНЕ TA A (аууу) (Е = 1,2,3) 的 坐标 满足 关系 式 


(k 2 1,2,,5,n 23) 


据 此 ,我 们 还 不 难得 到 具有 最 大 面积 的 椭圆 内 接 三 角形 的 有 趣 性 质 ( 证 明 从 
略 ) : 
i) 此 三 角形 的 重心 与 椭 图 中 心 重合 ; 


ii) 过 此 三 角形 一 个 顶点 和 祖 图 中 心 的 连 线 的 斜率 与 三 角形 另外 两 个 顶 
点 连 线 的 伸 率 之 积 为 定 值 - 5, 


Ш) 椭圆 上 ,过 此 三 角形 一 个 顶点 的 切线 平行 于 三 角形 另外 两 个 顶点 的 连 
线 . 


推论 2 mm +2; = 1 的 内 接 西 四 边 形 的 最 大 面积 是 2ab, 取 得 最 大 面 


积 时 , 当 且 仅 当 此 四 边 形 的 四 个 顶点 (x,,y,) (k = 1,2,3,4) 的 坐标 满足 关系 
式 


а = 
un PE ү 


bo ly =- b 
nagn 5779 ہو‎ 


据 此 ,我 们 不 难 知道 ,具有 最 大 面积 的 椭圆 内 接 四 边 形 的 对 角 线 正好 是 这 
个 椭圆 的 一 对 共 屯 直径 . 

最 后 ,顺便 指出 ,具有 最 大 面积 的 酉 图 内 接 凸 n 边 形 具有 如 下 一 条 重要 性 
质 , 即 下 面 的 命题 
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命题 ”具有 最 大 面积 的 枉 圆 内 接 凸 " 边 形 的 重心 与 椭圆 的 中 心 重合 
此 命题 的 证 明 并 不 难 ,只 要 应 用 定理 中 具有 最 大 面积 的 椭圆 内 接 凸 n 边 形 
各 顶点 坐标 的 关系 式 以 及 以 下 两 个 三 角 等 式 


ie кі =0 


а 0) =0 (>з) 


> si 
- 
《写作 时 间 :1988. 10. 20) 


— 
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9 ”关于 四 面体 的 一 个 不 等 式 


众所周知 ,对 于 三 角形 的 外 接 贺 半径 与 三 边 长 分 别 为 R 与 a,5,c 时 ,成 立 不 
等 式 
Psi + +) а) 
当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 
在 四 面体 中 ,对 于 外 接 球 半径 与 六 条 被 长 ali = 1,2,3,4,5,6) 的 不 等 
式 关系 已 有 人 研究 过 ,这 就 是 
n 
F> IN а 0) 
当 且 仅 当 四 面体 为 正四 面体 时 等 号 成 立 . 
本 文 将 给 出 一 个 与 式 (1) 相 类 似 的 关于 四 面体 的 一 个 不 等 式 , 即 如 下 定 
ж. 
定理 ”四面 体 48CD 的 外 接 球 半径 为 R, 顶 点 4,B,C,D 所 对 的 面 的 三 角形 
面积 分 别 为 ,Sa,Sc,So, 则 
к> (5) +S} S +S) ө) 
当 且 仅 当 四 面体 为 正四 面体 时 等 号 成 立 . 
证 ”我 们 知道 ,如 果 一 个 三 角形 三 边 长 为 a,5,c, 面 积 为 A, 则 有 
az ыг éd + at) - (а + c) 
由 此 ,我 们 可 以 得 到 
8 = HOC -BD + BD? - CD? + CD? - BC) - (CD* + BD' + BC')] 


类 似 还 有 Si, SeS 三 个 等 式 . 
将 这 四 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 整理 ,可 以 得 到 


Si + Sh + Sh +S; = (АВ? + CD) UC + ВІР) + 
(AC! + ВІР) (AD! + ВС?) + (AD! + BC) (AB + CD)] - 
AB! + AC + AD" + BC! + BD' + CD) 
于 是 ,要 证 明 式 (3) 成 立 ,只 要 去 证 明 
R > ү (а? + CD?) (AC + BD") + (AC + ВІ?) (AD! + ВС?) + 
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(AD! + BC) (AP. + CD)] - 
ig +AC + AD' + BC + BD' + CD*) 
引用 式 (2) ,这 样 我 们 只 要 去 证 明 以 下 不 等 式 成 立即 可 
ga + AC“ + AD + ВС + BD + CD) > 


sl (am + СПР) (AC + ВІР) + (AC + BD) (AD? + BC) + 
(АР? + ВС?) (АВ? + CD')] - 


pag (AF. + АС + AD' + BC + BD* + CD) 


也 就 是 
(АВ? + AC + AD! + BC + ВІ? + CD)! + 
6(АВ* + AC“ + AD' + ВС* + BD' + CD') > 
6[(AB + СІ?) (АС? + ВІ?) + (АС? + ВІР) (АР? + BC) + 
(AD? + ВС?) (АВ? + CD')] (ж) 
ЭЙЛЕЗИГПИЙЖЕШЕ ЖУ (Эк). 
由 柯 西 不 等 式 有 


6(AB* + АС* + AD! + BC! + BD + С^) > 
(АВ? + АС? + AD! + ВС? + ВІ? + CD)? 
ТАЖа (Ж) 的 左边 
(АВ? + АС? + AD? + ВС? + ВІ? + CD) + 
6(AB* + АС* + AD + BC! + BD* + CD') > 
2[ (АВ? + СП?) + (AC + BD) + (AD + BC) > 
6[ (AB! + СО?) (АС? + ВІ?) + (АС? + ВІ?) (А? + BC) + 
(А? + ВС?) (АВ? + CD')] 
арж) РНИИ (ЭЖ) 成 立 . 
由 于 以 上 证 明 各 步 均 可 逆 推 ,因此 ,不 等 式 (3) 成 立 , 由 上 述 证 明 过 程 不 难 
推 知 , 当 且 仅 当 四 面体 为 正四 面体 时 不 等 式 (3) 中 等 号 成 立 , 证 毕 . 
(写作 时 间 :1987. 06. 21) 
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10 ”由 一 个 代数 不 等 式 所 引出 的 几 个 
关于 三 角形 的 不 等 式 


本 文 将 首先 证 明 一 个 简单 的 代数 不 等 式 ,然后 由 它 可 以 推出 一 系列 三 角 
形 中 的 不 等 式 ,其 中 包括 著名 的 匹 多 (Pedoe) 不 等 式 、 费 思 斯 列 尔 (Finslew) — 
哈 德 维 格 尔 ( Hadwiger) 不 等 式 等 ,以 及 其 他 一 些 有 起 的 不 等 式 . 
一 一 个 代数 不 等 式 及 其 证 明 
IE ау Алу: IRR +y er > 0,x +y + > 
0,y + rx + x'y! > 0,yz + ax + xy > 0, 那 么 
G' ж) (а вау Gh ey) 
К СОЕТ СЕТ ЫГЫ O 
MARHE = T. E 时 式 (1) 中 的 等 号 成 立 . 
证 由 于 
Gy egy a TT] 
(а+у+г:)# = Z +у + +[ (угут ray) ]: 
QERGEH yz + zx! + xy! > 0,yz + zx + xy > 0). 
根据 柯 西 不 等 式 ,有 
I? «y? es? + [OFF ут FRY] 
| +y + +[ Оаа) > 
Гах + y'y + zz +2/(yz + zu + xy )(yz + zx + xy) ] 
RHF x +y ez > 0,x +у +: > 0, 因 此 ,得 到 
(х'+у' +:)(х+у+:) > 
xa + yy ess 2/77 zx + x) Oz + + лу) 
经 移 项 整理 , 即 得 
(y +) + (Z +a')y + (а + уг): > 
2 (yz! + zx +х'у')(у: + zx + xy) 
шиже AU, RR AGE = 1. = # а} (1) 中 的 等 号 成 立 ， 
ZARE 
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二 、 几 个 三 角形 中 的 不 等 式 


命题 1 AhBC 的 边 长 为 a,6,c,4 为 其 面积 ,实数 =,y,z ЕПА +y + 
z > O,yz жя жау > 0, 那 么 
ха? + yb? +20 > 4Vu + vÀ + АшА (2) 
мирах» SUA = 二 时 , 式 (2) KF. 
WE ERO pua PS Lu IE La rg Y Lau 


a'z-a + + 


s P + 
ا‎ = + 
VOT TIF KENY = 44 
代入 式 (1) 即 可 得 到 . 
命题 2 匹 多 (Pedoe) FER. 
设 A4BC 和 AA'B'C' 的 边 长 分 别 为 a,5,c 和 a',b',e', 面 积分 别 为 A 和 A'， 
那么 
(= a? +" to)a + (a? -b° + ст) (a? +b? - e)" > 16474 
(3) 
当 且 仅 当 ДАВС ^ ДА'В'С' 时 , 式 (3) 取 等 号 . 
WE ”在 式 (1) 中 , 令 
agii ix Е pir 2 
及 = 


n (ут rx (xy) = 4А', nii + ay) = 4А 
将 以 上 各 式 代入 式 (1) , 便 得 到 式 (3). 
命题 3 设 a,b,c 为 三 角形 4BC 的 三 边 长 ,A 为 其 面积 ,A ,u,v 为 任意 实数 ， 
则 
(uv + oA + Au)abc > 4/Auv( Aa? + ub + ve JA (4) 
XB Ad (- a + + e") = ub (a - +) =s (at + - 2) 时 , 式 
(4) 取 等 号 . 


Wu o 在 定理 中 , 令 z = yer eM = o нду = 
Q P + =a ETETA | 


«От EFE = 44 
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代入 式 (4) , 便 可 得 到 式 (4). 
命题 4 设 A4BC 和 ЛА'В'С' 的 边 长 分 别 为 a,b,c 和 a,b',e ,面积 分 别 
为 A 和 4', 则 
a'(-a+b+c) +b'(a -b +e) +с'(а+Ь-с) 2ABV/AÀA (5) 
当 且 仅 当 AABC 与 ЛА'В'С' 为 正三 角形 时 , 式 (5) 取 等 号 . 


ME tgp, rir E Шу AY дессан 


bsey-a-bsecasb-cJl 
FF THIRTY = [la -b +) ба +b = e) + 
(a! +b -e)(-a + + e') + 
(=a +b жс) (а -b + e')] > 
[3(- a' + +e')(a' -b' c) 
(a' +b' -c')(a' +b +e')]* 
( 据 不 等 式 * +y +: > (yz + meo xy) ,这 里 *,y,z 为 正 数 ) 得 
ER = (482) 
《 据 三 角形 面积 的 海伦 公式 ) 即 
Мут + +m > (484%) 
同 理 ,可 以 得 到 
yz + ax + xy > (4842) 
将 以 上 各 式 分 别 代 入 式 (1) ,并 注意 到 ,这 时 式 (1) 右边 式 子 
Уу rx xy ° yz + ax + ay > O(48A7)* + (4842) = 43 /AA 
由 此 便 得 到 式 (5). 
不 等 式 (5) ,由 重庆 市 第 二 十 三 中 学 高 买 老师 于 1981 年 提出 的 ,这 里 给 出 
了 另 一 种 证 明 . 
命题 5 设 A4BC 和 A4'B'C' 的 边 长 和 半 周 长 分 别 为 a,8,c,p 和 a’,b',c'， 
p', 面 积分 别 为 4 和 4', 则 
a'(p' - а')(р-%)(р-с) +b'(p' -a')(p -b)(p - c) + 
c'(p' = а') (р - Б) (р - с) 2 244 (6) 
当 且 仅 当 A4BC  ЛА'В'С' 时 , 式 (6) RES. 
简 证 ”在 定理 中 , 令 
z = 4(p' - E)! =e) 
у = 4(p' -с')(р' - a) 
z = 4(р' -а') + (р -b') 
а= 40р 5) (р - с) 
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y = 4(р - c)(p - a) 
z=4(p-a)(p-b) 


则 
LEE = 2(p еур = a) «30! ca)! - V) =2a(P = a) 
ш rix = 2a'(p' ~ a") 
同 理 ,可 得 
г £F = 2b'(p' ~ M) 
EEY аер е) 
另外 ,不 难 求 得 


y eru + xy" = /16р'(р -a)(p -b)(p =e) = 4A" 


yz + zx + ху = 16р(р - а) (р-Б) (р- c) = 4А 
将 以 上 各 式 分 别 代入 式 (1) ,整理 , 便 得 到 式 (6). 
不 等 式 (6) ,由 陕西 省 永寿 县 常宁 中 学 安 振 平 老师 ,在 《数学 通讯 )1987 年 
第 6 期 上 提出 的 不 等 式 ,这 里 不 过 给 出 了 又 一 种 证 法 . 
命题 6 E AABC 和 和 A4'B'C' 的 边 长 分 别 为 a,5,c 和 a',b',e', 面 积分 别 
为 4 和 4', 则 
(a-b*c)(a*b-c)a" +(а+Ь-с)(-а+Ь+с)Ь? + 
(7a +b *c)(a-b *c)c > 1644' (7) 
HHMH- a 6c) (а? +b? +e?) = (ac bec) (a -b? +c?) = (a + 
b =c) (a^ + b? - e) 时 , 式 (7) 取 等 号 . 
简 证 (oem 
ي = ا‎ + жс? 
"узу, 
у 
x = (a -b +e)(a +b - e) 
y = (a+b -ce)(-a +b +e) 
z= (-a+b+e)(a-b +e) 
и (ут +з FRY) = 48, / бу: + ax + ау) = 44 
将 以 上 各 式 分 别 代入 式 (1) , 便 可 得 到 . 
特别 地 , 当 命题 6 中 ,再 令 a' = = c' = 1 时 , 便 有 
(a-b*c)(asb-c) +(а+&-с)(-а+Ь+с) + 
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(- a +b +e)(a -b +c) 2 48A 
经 恒 等 变 换 可 以 得 到 
ad eU + < 4/3 + (b-c)? + (с-а)? + (a -b)° 

这 就 是 费 恩 斯 列 尔 (Finslew) - 哈 德 维 格 尔 ( Hadwiger) 不 等 式 , 当 且 仅 当 
AABC 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

命题 7 设 a,b,c 为 三 角形 4BC 的 三 边 长 ,4 为 其 面积 ,和 ,u,v 为 任意 正 数 ， 
则 

Abe( =a +b +e) +uca(a -b +c) +vab(a+b-e) > 


аЛа? + oAB + Auc A (8) 
MANHA- a + +e) = 其 (a cbe) = (a +b e) 时 , 式 (8) RES. 


简 证 ” 由 于 不 等 式 (1) 也 可 写成 
зә, Ar), با‎ > 
„Сут + z'x' + ahy) (yz + zx + xy) (1) 
ERU) 中 , 令 
« = (a-b+e)(a +b -e) 
у= (a+b -ce)(-a +b +e) 
s = (-a+b+e)(a -b +e) 


MJ 
Гу + ax + ay) = 44 
(y жа = uwa + oAb + Aud A 

将 以 上 各 式 分 别 代 入 式 (1') ,并 整理 , 便 可 得 到 式 (8). 

命题 8” 设 P 为 A4BC 内 部 (包括 边界 ) 任意 一 点 ,从 P 分别 向 三 边 BC, 
C4,4B 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 4',B',C', 连 接 4',B8',C" 得 到 A4'B'C', 若 记 ДАВС 
和 A4'B'C' 的 面积 分 别 为 4 和 A', 则 

PET (9) 

当 且 仅 当 点 为 ДАВС 的 外 接 圆 圆心 时 , 式 (9) 取 等 号 . 

ҖЕ BC = a,CA = Ъ,АВ = c,PA' = А,РВ' = и,РС' = wv, 并 在 定理 
中 , 令 


Z + 
و‎ + 
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WRO) 左边 为 
«зә, GRE, (Cn, = Aa tub +ve = 2A 
这 时 式 (1) 的 右边 为 


因此 有 


24 > 4/55" 
即 A's Та 
ARO) ,我 们 还 可 以 得 出 许 许多 多 关于 三 角形 中 的 不 等 式 ,限于 简 由 ,这 
里 就 不 再 赣 述 了 . 
(写作 时 间 ;1987. 08. 15) 
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Primary Inequality Proof 


11 ”关于 三 角形 中 线 的 几 个 不 等 式 


本 文 提出 并 证 明 关于 三 角形 中 线 的 几 个 恒等式 及 很 强 的 不 等 式 - 
设 A4BC 三 边 长 为 BC = а,СА = b,AB = ,其 对 应 中 线 分 别 为 mmsyme， 
面积 为 4, 则 


(1) Zam, >24 + (Zê; 


Q) ктт, > LS be +24 / X92; 
G) Пат, > заўва; 

(4) У, Gn)? = (24) 3 / E88 
(5) X Gn! < (24) +A G/L 88s 
(6) E (am) = Q* «2b / E He) 


(7) У, (ат,)" > Q4)* юс ГУ, Уг )"(n € М,Н л >5); 
کے کے کے‎ 
SS ID 
REE 2 
(9) ZG = 4) UOESÓS (n € N). 
以 上 所 有 不 等 式 都 当 且 仅 当 A4BC ар = fi nik 85. 
上 述 (1)、(2)、(8) 
式 "@, 式 (3) 的 证 明 可 参见 
略 . 下 面 证 明 余下 的 几 个 不 等 式 . 
式 (5) 的 证 明 : 由 对 称 性 ,不 妨 设 a > b > ,由 三 角形 中 线 公式 易 证 am。 < 
bm, em, < bm, CAR) ,于 是 我 们 首先 证 明 
У, ат, (ат, - 24) (2am, - У) «0 Ф 


可 得 


O 杨 学 枝 .关于 三 角形 中 线 的 一 组 不 等 式 . 中 学 数学 ,1993.3. 
о 杨 学 枝 ,一 个 三 角形 中 线 不 等 式 .数学 通报 ,1995. 12. 
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ат, (2am,)? - (44) ]L Gam.) -bel co 


Жеў 4(am, + 2A) (2am, + VEC) 
又 得 
-am (È - e") (8 -e)la - P) 
Samo e) (ae) 0) ۲ 
әу Абат, #24) am, + VFT) < 
但 由 于 


ат, (bm, + 24) (2m, + e) - bm (ат, + 24) (2am, + VFF) = 
2 (bm, = am,) (abm,m, - A VF) = 
(bm, ~ am,) [ (4abm,m)* - (4А VE y'] _ 
8(bm, +am,) (abmm, «A VP) — — 
(bm, ~ ат,) (а? - 2) (8 - P)? «16a (i = e) (6 = e) [ 
(bm,  am,) (abm,m, + A Уе) 


0 
(注意 到 当 a > b > 时 ,有 am, < bm,) 即 有 
am, > bm, 
(ат, +2A)(2am, + be) (bm, + 2A) (2bm, + be”) 
同 理 有 


ст, bm, 


2 
(ст, + 24) (2em, + уйг) (bm, + 24) (22т, + Jed) 


BA 2 HII 2 2 2. 
-am (b - à) -eN - P) 
Фаш - у 4(am, +24) (2am, + be) 
ANGET OEGI GELSIN 
4(bm, + 24) (2m, + / Y 8) 
bm (b - e") (а? - 0) (а? Р) _ 
4(bm, +24) (2, + ГУ, Ue) 
bm (b? - с2) (а? – с) (а? - 0)? * 
A(bm, +24) (2m, + / Y, Pe) 
bm(b -e)a = e?) (a -b) 
4(bm, +24) bm, + VT be) 
[-G - e) + (a? -2) -(à -9)] = 
0 


Primary Inequality Proof 
HR @ 成 立 ,因此 式 QD йл. 
现在 来 证 明 式 (5). 将 式 O 左边 展开 ,得 到 
2Y, (am) - (44 + ГУ) Y, (am)! +24 / YU? Y, am, «0 
又 由 于 
Уба)" = Уне - Ya) 


Уат, >24 + Гу (OD 


因此 有 
2X Gn)! -二 (44+ / EUG) 4X 8 - Xa) + 
24 ГУ, UP QA + Y Uc) < 
2 Y, (am)! - (44 + / Y, В) Y, (am)? + 
24 EFE Y, an, «0 
即 得 
2Y (ат,)* - 164! -H/Z PA) «0 
也 就 是 


X (Gn)! < QA? +2 FV/ X 98» 
式 (5) 获 证 ,由 证 明 中 可 知 , 当 且 仅 当 ДАВС 为 等 腰 三 角形 时 , 式 (5) 取 等 号 . 
式 (7) MER: JERY n € М,Н n >4 时 ,有 


X (от, - FE) Сат)" - (24) 1] =0 o 


由 对 称 性 ,不 妨 设 > b > c, 由 三 角形 中 线 公式 易 证 am, < bm, em, < 
bm, FH 


m 

A Ges (am, - FT) (an, - 24) Y, (am) QA) 
a 

(bm, - y VE) (im, = 24) Y, m)" 4)' + 


S 
Cem, - PE) Cem, = 24) Y, Gn)? 24)! = бе» 
D 


(0? -гу(а* - 2) (а? =) Y onore - 2) 
(am, + VEF) (am, + 24) P. 
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E 
(0-2) (а? - 2) (а - P) > (Gm,)*?" (24) (à - г) 


(bm, + VEE) (bm, +24) 
(0-2) (а - 2) (а? en) -Bb) 


(ст, + VE) (em, +24) 
0 
但 由 于 当 n > 4 时 ,有 


(am, +24) (2m, + VET) Y Com) аду - 

(bm, + 2A) (2bm, + VEZ) Ў Gn)" 0a) = 

[2(ат,)* + (44 + VE Jam, +2А VEZ) Y amy ay = 
[2(bm,)? + (4A + be )bm, «2A VETI Gan tay = 
2(am,)* (bm)? X (bm,)" (24)! + 

(4A + VEF) (am,) (bm) Жома)! + 

24 VET Y Gm)" Gay - 

2(am,)? (т)? y (ат,) 24)! - 

(4A + VEF) (am,) (bm,) X (am, )* (24)! - 

2A FF ў Gn) oa = 

бат) Gra) ğ Uim) = (am)**) (24)! + 

(44 + VEF) (am,) m) Y Um) = (am,) =] 24)! + 
24 VEZ Y mo - (am,)***1 (24)! = 

aom Om? Y Lm) = Gom) 04) + 


2024)" (ат, )*(5т,)* - (24)*][ Cam,)* - (6m,)*] + 
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> 


2(2AY (am, Xbm, Кат, bm, ) - (2A) Kam, — bm, ) + 
(ал + Vpic™ Xam, (bm, Da —(am,) ^7 JQA) + 
(4А + be” 2A)" Kam, Ybm,) - 2A Yom, = am,) + 


2AN bI? $ т, y 


= (ат, 77 2AY 


20 


(注意 到 当 a > bz chi, Жат, < bm 另外 ， 易 证 am, > 2A,bm, 2 2A) 因 此 ， 


得 到 


同 理 可 得 


因此 


S am y QAY Soma QA 


= < 


(ат, + Уз” e; Xam, +2A) (bm, + be" Mbm, + 24) 


Sin, ) Qa) Stm, y= QAY 
= 


= 


5 
(ст, + Мест, +2A) (bm, + Nie? Xbm, +2А) 


式 图 左边 = 


(H - e Xa! =e (a? -8)3 bm, Y?" QAY 
= 
(bm, + bc? bm, + 2A) 
[Hb 2?) (à? с?) (à? - P y]- 
0 


即 式 @ 国 成 立 ， 因 此 式 加 成 立 . 
下 面 应 用 数学 归纳 法 证 明 式 〈7) 


当 


H, A 


Уап, -Ay -25 Leey = 
Уот, - e m Y - ay y- 
QAY (Yam, 25 - (Ус?) + 


B У Б^? [у (ат, )* - QAY – n УБ 


0 


( 据 式 @, X (1), X (6)) 
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假设 n = 大 时 , 式 (7) 成 立 , 即 有 
EG) > (24)* exi/YXSSY* (5) ® 
当 n =k+1 时 ,有 


E (am)! - oa xd Ee) = 
X (от, - у )[(ат,)* - Q4)*) + 
(24) Z am, -24 - JZ PP) + 
ЗУУР У Gn)* - Gay -2( LEFF] 
(ERORO), RO) 得 
上 式 >0 


即 当 n = 大 + 1 时 , 式 (7) 也 成 立 . 由 数学 归纳 法 原理 可 知 式 (7) 成 立 ,由 证 明 中 
可 知 , 当 且 仅 当 AABC 为 等 腰 三 角形 时 , 式 (7) 取 等 号 . 


RO) 的 证 明 :由 对 称 性 ,不 妨 没 a > 5 > e, MAL > 下- 于 是 我 
们 有 
l wd. 2 £ 
EGG ос? 
-1 <2[( 六 -1 
@ 


由 “关于 三 角形 中 线 的 一 组 不 等 式 " 一 文 ,有 
1 1 


4 
"al. 
m У (24-1) = 
as 
因此 ,要 证 式 @, 只 要 证 
24 jj y (24.4 24 jj y (5A 
XU DA I< IÊ DECUS 


<1) 


Је 


MORES 
不 等 式 研 究 «n 


Primary Inequality Proof. 


2A y Y 
-oi Gb" - Xon. 
E » me 


GÀ су, Go - X TES 
A 2A ү, m 
- E dà -È rz '] 08 
2A _ r 2 . 4A s 
са 24) rra 


24 jy yr(2A&ye (44 ү 
[Po буу! 


24 2A s-i 4A - 
QD AU - )"] «06 
x< e 
-›‹2& 4A rn] + 
UTE Li (me 
(24 а ye yp. 


Gu DG - qw Xd Jes 
H-n- Rg < 


AQ? - 2) (а? - à)(a! - P) 
7 EP Gn Pu +24) Qon, + JEPE) 


Xib لک‎ + 


А( - è) (а - è)? (a? - P) y 
2. Гура ? (ьт) (bm, +24) (2m, + ГУ 92) 


Xd "о-н"! - 


AC? -èa - 2) (а? - Ey 


Nem + 24) (2em, + [E95 
(497 738 < 
E TES с? 


0 ° 


471 


EENM a > b>。 时 ,有 ,小 sl yt 


em, 2 im," 
AC? ауса - ea - P) . 
2V Y, Ре (ьт) (bm, + 24) (2m, + Ere) 


Fg 44 jen]. 


ROR < 


[-Q - e) «(à - e) -(à -8)] = 


0 
HURON, FERO RIL, (9) 获 证 ,由 证 明 中 可 知 , 当 且 仅 当 AABC 为 等 


BEME, RO) RES. 
(写作 时 间 :2000. 02. 12) 
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Primary Inequality Proof 


о ”关于 三 角形 三 线 的 一 个 不 等 式 


江苏 褚 小 光 先生 于 2009 年 3 月 7 日 在 全 国 不 等 式 研究 网 站 上 提出 如 下 猜 
ж. 
猜想 ”在 非 钝 角 A4BC 中 ,外 接 贺 半径 为 R,BC 为 最 小 边 ,m, o, h, 分别 
为 BC 边 上 的 中 线 , 角 平分 线 ,高 线 , 则 
m, +w, +h, > SR a) 
HANH ЛАВС 为 正三 角形 时 式 (1) 取 等 号 . 
笔者 已 证 明 式 (1) 是 成 立 的 ,我 们 还 得 到 了 较 式 (1) 更 好 的 结果 , 即 有 以 
FEE. 
定理 ”在 非 钝 角 A4BC 中 ,外 接 贺 半径 为 R,BC 为 最 小 边 ,m, ,w。,h。 分 别 
为 BC 边 上 的 中 线 , 角 平分 线 ,高 线 , 则 
mu, 6 wh, em 2 Ze (2) 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 式 (2) 取 等 号 . 


证 明 ”由 第 六 章 " 三 角 几 何不 等 式 ” 例 12 中 的 式 (20) 知 , 若 设 A4BC 三 
边 长 为 BC = a,CA = b,AB = ,面积 为 4, 则 有 


mu, > (a +b +e)(-a +b +e) (з) 


因此 


m,w, + wah, + mah, > 

mw, + 2 /m.u, * h, > 

d +b +e)(-a +b +e) + ИО Сато) A > 
R[ (sinB + sin*C + 2sin Bsin С ~ sin'A) + 

in C - sin^A + sin Bsin C] 


Asin B + sin'C + 2si 
由 此 可 知 ,要 证 式 (2) ,只 要 证 
4(віп?В + sin2C + 2sin Bsin C — ѕіп?А) + 
16 sin! B + sin" + 2sin Bsin C = sin'4 + sin Bsin C > 27 (4) 
由 于 BC 为 最 小 边 , 即 L4 最 小 ,不 妨 设 人 C > ¿B> LA4, 下 面 分 两 种 情况 
来 证 明 式 (4). 


i) MF > ¿C> ¿B> F> LA 时 , 则 有 sin C > sin B > Ур 
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LE 
A(sin*B + sin? C + 2sin Bsin C = віп'А) + 
16./sin°B + sin C + 2sin Bsin C - sin? A • sin Bsin C > 
at By (бу +20)? (буру + 
i6 [c + у +20®)* - (By By = 27 
HRC) йл. 


ï) 47> 40> > 4B> LAN, By > LC =a- LA- LB l 


T -2 B > 0,# sin C > sin 2B,sin A < sin B, FÊ 
4(sinzB + sin'C + 2sin Bsin C - sin24) + 
16¥sin“B + sin^C + 2sin Bsin С ~ sin'A * sin Bsin C > 
A(sin2B + 2sin Bsin 2B) + 16V/sin'2B + 2sin Bsin 2B · sin Bsin 2B 
由 此 可 知 ,要 证 式 (2) ,只 要 证 
4(sin°2B + 2sin Bsin 2B) + 16 /sin22B + 2sin Bsin 2B - sin Bsin 2B > 27 
6 
设 cos В = s MO < x < ti (5) B EJ GERE) ,得 到 
— 4 096x" - 4 0962? + 12 032x" + 11 776x” - 12 032x - 11 26438 + 
3 4884“ + 2 7204? + 6085? + 864x - 729 > 06> 
(2x - 1)(- 2 048: — 3 072х* +4 4807 + 8 12825 ~ 1 9524° – 
6 608x* — 1 560x? + 5802 + 594x + 729) 20 


由 于 2 - 1 > 0, 因 此 ,要 证 式 (5) iis RHEL < < Ê nf 
— 2 048° - 3 072x" + 4 480x + 8 12835 - 195265 - 
6 608x* — 1 5602 + 580x* + 594х + 729 = 0 
式 (6) 左边 = S12 (- 22 +1) (09-1) (8 +2) + 
16x(-2x2 + 1) (2x - 1) (224° + 1035 +7) + 
4(-2x +1)2(2x - 1)? «2( - 28 +1)(2z - 1) (358x +271) + 
1242(- 2x + 1) (2x -1) + (191 - 1212) (2x - 1) = 
0 


(注意 到 二 < < Ê) 因此 , 式 (6) 成 立 , 故 式 (5) 成 立 
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+s 


Primary Inequality Proof 


Hr). ii) 可 知 , 式 (4) 成 立 , 于 是 式 (2) RE, 由 证 明 过 程 易 知 , 当 且 仅 
当 AABC 为 正三 角形 时 , 式 (2) KFS. 
(写作 时 间 :2009. 04. 08) 
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